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See brosuur on mõeldud õppevahendina, kuid mitte õpikuna. 
Ta on sissejuhatus voi proloog enne sisenemist tollesse ime-
II
parasesse hoonesse, mille nimeks on diferentsiaalgeomeetria. 
On ju vaja ette valmistada teed ja rajad, et oleks võimalik
II
laheneda sellele ehitisele, tutvuda tema arhitektuuri javMII ~ f|koostisosadega. Brosuur hõlbustab loengute jälgimist ja 
konspekteerimist, aga ei asenda neid.
It I I  V  I I  I ILisaks sellele puuab brosuur ehitada silda seni omaette
II IIeksisteerinud suveräänsete matemaatika valdkondade vahel, 
nagu geomeetria, algebra, matemaatiline analuus ja diferent-
/V II II fv  rv
siaalvõrrandid. Tanapaeval on sona otseses mottes maailma
IIvallutanud katastroofid ehk tapsemalt - kujutuste singulaar-
IIsused. Katastroofide teooria latted on kusagil funktsionaal-I I Ianaluusi sugavustes, kuid nad on kujundanud uue aluse erine­
vate matemaatiliste kontseptsioonide mõistmisel. Tuginedes 
olemasolevatele klassikalistele teooriatele, pakub uus motte-
II II IIlaad üllatavalt haid mudeleid nii tappisteadustes kui ka 
neist kaugemates teadusharudes. Sageli esinevad katastroofid 
ka geomeetrias, ja vastupidi, katastroofide kirjeldamine ja 
rakendamine eeldab alati head geomeetrilist ettevalmistust.
Seda on arvestatud materjali valikul. Kahes esimeses
IIpeatukis tegeleme struktuuridega, mis otseselt ei kuulu 
geomeetria valdkonda, kuid on edaspidi vajalikud. Kolmandas
II IIpeatukis tutvume nn. mahkijatega ning kujutuste invarianti- 
dega, mida tavakohaselt peetakse diferentsiaalgeomeetria
Itkompententsi kuuluvaiks. Viimases, neljandas peatukis aga 
tlsüveneme diferentsiaalvõrrandite probleemidesse, et sellega
II IInaidata diferentsiaalgeomeetria osatahtsust kaasaegses mate­
maatikas.
II It tlSoovitame lugejal erilist tahelepanu poorata joonistele 
tlja toodud näidetele.
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1. peatükk. MIDA ON VAJA DIFERENTSIAALGEOMEETRIALE 
§ 1. Hulkadest ja kujutustest
ft M И1.1. Muidugi me eeldame uldtuntuks järgmised sümbolid: 
A,IB,С,... on hulgad; a,b £ А - а ja b on hulga А elemendid; 
Va € А - а on hulga A suvaline element; U с A - QJ on hulga А
ft Иalamhulk; 0 - tuhi hulk; А П IB - kahe hulga ühisosa; A U IB - 
nende uhend; A x IB - otsekorrutis; A2= A x A - otseruut ja 1^ 
ehk id^ - tema diagonaal; R11 - n-ruum, X = (T‘ ,J? ,... ,2й ) - 
ruumi 0?1 punkt.
1.2. Alamhulka / с A x IB nimetatakse hulkade A ja IB 
vaheliseks eeoeeke. Seejuures (a,b) € / korral kõneldakse, et 
elemendid а ja b on seoses /.
Olga /(a) hulga IB alamhulk, mille elemendid on seoses / 
elemendiga а € A, ja /~1 (b) hulga А alamhulk, mille elemendid
It ft ^on seoses / elemendiga Ъ £ IB; siis on kolm samavaarset võima­
lust kirja panna, et а ja b on seoses /:
(a,b) € / *=* b € /(а) «=> а € / “1 (b).
Iga seosega / с Д x IB kaasneb poordsecs /_1с. (В x A,
(a,b) € / <=* (b,a) € /_1.
Ilmselt /. Juhul /= / -1 nimetatakse seost /с. A'‘
ttsümmeetriliseks.
1.3. Kahe seose / c f i x B j a g c | B x £  korral on võima­
lik moodustada nende seoste kompoelteloon gf <= & x <L:
(a,c) € gf «=* /(а) П g~ 1 (c) * 0 .
Märgime, et kompositsiooni asemel kasutatakse ka teisi 
termineid - korrutis ja superpositsioon. Sümboli gf asemel 
kirjutatakse ka g»/.
Kehtib nn. kolmanda projektsiooni reegel
4
gf = PгДх(С{(А x g) П (/ x £)}.
Otsekorrutia / x С koosneb kolmikutest <a,t>,C) £ Ä x IB x IL, 
kus a ja b on seoses /, otsekorrutis Ä x g aga kolmikutest
И(a,t>,c), kus Ъ ja С on seoses g. ühisossa (A x g) П (/ x €) 
kuuluvad kolmikud moodustavad projekteerimisel
Ä x В x С — - A x С : (G,G,c) (а.С) seose g/.
rv It
Mõtlemiseks kaks küsimust. Mis on JT2-tasandil 1iitfunkt - 
siconi Z = g(f(X)) graafik, kui funktsioonide у = fix) ja 
г - g(y) graafikud on antud vastavalt *су- ja y2-tasandil9 
Kuidas tolgendada puutujate
M 0- r U a )U-xo ) ja 2 -zo- g 4 b0 )(j/-»0 ) 
kompositsiooni?
I! I 11.4. Kompositsiooni pööramisel kehtib vordus
<8/ Г 1= Г 1«'1-
Iga seose / ; ft x f puhul on secsed / ” 1 / v.' ja //-Ic (B^
»Isümmeetrilised.
«V II »I
1.5. Seos / с A x (B voib rahuldada vahemait ulit 
tingimust
1. t r '  <= iB . г. r V  = 1* .
3. r V -  1Ä . 4. t r '  '-ъ ■
Tingimusel 7 (v. tingimusel P) iga а £ А ко oral koosneb hulk
и It ft
/(a) ülimalt (v. vahemail) uhest hulga (Б e]emeudist. Tingimu-
I I  IIsed 3 ja 4 pole aga midagi muud kui tingimused / ja 2 poord- 
seose / ~ 1 jaoks.
Tingimusel / nimetame seost / funbtaioontbe hulgast 
hulka IB, tingimustel 1 ja r? hulga A kujutuse&s hulka LH, tin­
gimustel /, £, 3 inj&ktв ioon ike, tingimustel 1, ?, 4 eu^- 
jühtsiocnlke ja tingimuste] 1 - 4  bljektnlocv.tk3.HIrijektsioon (v. surjektsioon, bijektsioon) on .injektiiv-
«Ine (v. surjektiivne, bijektiivne) kujutus.
Mõtlemiseks: kui <p/ 1 = ф/2, kus ф on injektsioon, voi 
/чФ “ /2^’ *cus ф on surjektsioon, siis / (= f?, st. seoste
vordust on võimalik taandada injekteiooniga vasakult ja sur- 
jektsiooniga paremalt.
1 .b. Nool /: A — ♦ !B tahendab, et f on hulga A kujutus 
hulka B. Kirjutis /: cn—»Ъ tahendab, et kujutus / kujutab ele­
mendi a elemendiks b, st. t = /(a); seejuures ö on a kujutle 
ja a on ö originaal. Kirjutist /: Ä — ♦ В : a t—» b me mõistame 
nii, et / on hulga A kujutus hulka (B, mis kujutab elemendi a
I»elemendiks t). Nooled -h— * ja — *— * tahendavad vastavalt t!injektsiooni ja surjektsiooni.
II
Kõneldakse, et järgmised diagrammid
A --- ---- ► С ? ^ .4 * a V I ß
f Чч щ Ä С --- £--- - (D
on kommutatiiveed, kui vastavalt h = gf voi ga. = ß/. Siin
tl i ija ka edaspidi raagime kommutatiivsetest diagrammidest.
Juhul, kui kolmnurkses diagrammis ABC nool / kujutab
ttsurjektsiooni ja nool g injektsiooni, on tegemist kujutuse h
kanoonlllee eeltueega.
1.7. Kolmnurkses diagrammis ABC antud / ja g puhul on
II II M Mnool h alati üheselt maaratud: h = gf. Küsigem: millal on
tl Itmaaratud nool g, kui on antud f ja h, ning nool /, kui on 
antud g ja h? Voib kõnelda võrrandist h - gf noole g voi f
IIsuhtes. Vastuseks on järgmine
LAUSE. Kujutus g eksisteerib antud f ja h puhul 
parajasti siis, kui
h~'h э /-1/,
im и иseejuures on ta maaratud üheselt, kui f on surjektsioon. 
Kujutus f aga eksisteerib antud g ja h puhul parajasti siis, 
kui
W r 1 egg'1,
tl It ttseejuures on ta maaratud üheselt, kui g on injektsioon. 
Toestuse jatame lugejale.
JÄRELDUS. Kujutus /: A— *B on injektiivne parajasti siis,
kui eksisteerib kujutus g: B— *A, selline, et gf = 1 ;^ kujutus 
g: В -A on surjektiivne parajasti siis, kui eksisteerib kuju­
tus f: ÄV -iB, selline, et gf - 1 .^ Väljendame seda lühemalt 
lausega: injektsiuon on pooratav vasakult, surjektsioon pa-
6
remalt.
Molemal juhul on tegemist võrrandiga h = gf, kus h - 1 ;^ 
esimesel juhul g suhtes, teisel f suhtes.~ MMBijektsiooni / korral rahuldab mõlemaid tingimusi poord- 
seos r'i Г ' ?  - 1«. /Г'= 1B.
1.8. TEOREEM. Iga kujutuse kanooniline esitus on voima-
Mlik bijektsiooni tapsusega, st. kui meil on kaks kanoonilist
Mesitust h = g 1/ 1 ja h = g2/2, nagu naidatud diagrammil
P
2
tt IIsiis eksisteerib uks ja ainult uks bijektsioon ß, mille 
korral kogu diagramm on kommutatiivne.
Toestus. Vaadeldavas diagrammis on h = g 1/ 1 =
Seega, arvestades, et » $2?~г~ 1B ’ kuna Л  Ža
и _ 1 1 _ 1  ^ . on surjektsioonid, ja g 1 g ^  , g£ g2= 1щ , kuna g1 ja g£
on injektsioonid, saame rt_1?V=(g1/ 1 (g“1g 1 ,
samuti = /2V 2 ja = g ^ ^  g2g21• Rakendades lauset
II
1 .7 kolmnurkadele ÄB.B_ ja В B_C, jareldame, et eksisteeri-и нй  ^ л d.
vad ja on üheselt maaratud kujutused ß1 ja ß , sellised, 
et /2= ß ^  ja g1= ggß2. Kuna aga ß1= / 2/ ^ 1 ja ß2= g 2 1g1. 
siis ß“1p1= g71g2/2/;1= g^1V ^ 1= I® . st. ß1= ß2. Nool ß on
и и iuheselt maaratud ja ilmselt vastab bijektsioonile, mott.
•I ~ и1.9. Tahtis on moista kanoonilist esitust üldisemas kon-Itekstis. Öeldakse, et kommutatiivsed diagrammid
А ---- -В
ч  * ß
А ------- *- С А ч--
^ В  " <  1 
ß| 1
а [ " ЧI 7 IА’---1--- - С А*—  j
^ В ’ ^ к €'
p.*
A I С* ' 1-- -IB' j
А’--- -В' ^  __iß),
7
kujutavad diagrammide AIB ja A'®' (vastavalt AffiC ja Ä'jP'C’, 
ШЕШ ja A’lB’CG)) morflame. Morfismid on moodustatud kujutuste
a, ß, 7 , 0 poolt. Kui koik kujutused a, ß, 7 , 0 on injektiiv-
tl А/ "  tlsed, surjektiivsed voi bijektiivsed, siis raagttakse vasta­
valt mono-,api- voi i*omorfi&mlet.
И И ** ~  ÄNuud on võimalik esitada koik need kujutused a, ps 7 , 0Ikanooniliselt surjektsioonide ja injektsioonide kompositsioo­
nidena: a= aga1, ß--- ß2ß1, 7= 727t. ö= ögõ1 (a1. ß1, 71, ö1 on 
surjektsioonid, оц, ß_t 7„, - injektsiuonid). Tekivad vahe
tt |t С . С . с  С .
pealsed sama tuupi diagrammid
ja iga morfism esitub epimorfismi ja monomorfismi komposit-II ™sioonina. Jatame lugejale toestamiseks, et vahepealsed dia-™ M Igrammid toepoolest eksisteerivad ja et nad on maaratud iso-Imorfismi tapsusega.~ I ISeega kolab teoreem 1.8 uldistatult hoopis järgmiselt: 
diagrammide morfismi kanooniline esitus on alati võimalik,Isealjuures isomorfismi tapsusega.
I I и1.10. Tanu sellele uldistusele voime kullalt lakooni­
liselt kõnelda mitmesuguste struktuuride morfismidest.
NAIDE. Olgu kujutuse а: A2— >A poolt defineeritud hulga А 
elementide korrutamine. Paari (A,a) nimetatakse rühinolcHke.IKujutust /: А— Ф  nimetatakse ruhmoidide (Ä,a) ja (03,ß) vahe­




kus ,а2 )=(/(а1 ),/(а2)), Va1 ,a2€ A, on kommutatiivne, st.
/ nagu austaks korrutamisreegleid а ja ß. Kui nuud f ja kaО П
j on esitatud surjektsioonide ja injektsioonide kompositsioo­
nidena, siis ilmselt on ka tegemist morfismi kanoonilise esi-
8
Н I и кtusega ja isomorfismi tapsusega maaratud ruhmoidiga (H,%).IOlga korrutamised a ja ß assotsiatiivsed. See väljendub
diagrammide
kommutatiivsuses, mis tahendab, et tegemist on pool rühmadega.
~  IISiis jõuame samasuguse diagrammini ka % jaoks. Järelikult,К <v
poolrühmade morfismi on alati võimalik esitada isomorfismi
litapsusega epi- ja monomorfismi kompositsioonina.
M tlAnaloogilised vaited kehtivad samuti rühmade morfismi 
(vt. teoreem homomorfismidest) ja lineaarkujutuste korral.
§ 2. Vektorruumidest ja lineaarkujutustest
II2.1. Vektorruun (ule korpuse R) on hulk d, mille elemen­
te nimetatakse vektoriteke ja kus on defineeritud lineaar- 
tehted: liitmine (a,t>) € l2^  а+Ъ € (L ja korrutamine arvudega 
(Ä,,a) €(Rx(L и  \a ( L  Vastavad aksioomid arvame tuntuks.
IIKujutust /: 1Ц—-* ü-2 uhest vektorruumist DL1 teise (Ц nime­
tatakse Uneaarkujutueebe, kui ta on nii aditiivne kui homo­
geenne :
/(си-ö) = /(a) + /(Ö), / (Лхз) = \/(a), V a,b a  , V U  K.
IlNullvektori О ( 1 taielikku originaali ruumis IL nimetatakseC. 11 '
1 ineaarkujutuse / tuumafce ja tahistatakse Ker/, ruumi Q. 
kujutist ruumis 1 P nimetatakse lineaarkujutuse / kujutieehe
И С  (V
ja tahistatakse Imf (sõnadest Kemel, Image). Nii Ker/ kui 
Imf on vastavalt ruumide !L1 ja 0_2 alamruumid.
Lineaarkujutus f: H.— * (L„ on mono-, epi- voi ieomorfiem, 
vastavalt sellele, kas ta on injektiivne (Ker/ = 0), surjek-V M
tiivne (Im/ - £L ) voi bijektiivne. Nagu öeldud, iga lineaar- 
kujutuse voib isomorfismi tapsusega avaldada epimorfismi ja
2
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monomorfismi kompositsioonina (kanooniline esitus).
Iga lineaarku jutuse /: [Ц— * 0_2 korral on vektorruumid 
tt-1/Ker/ ja Im/ isomorfsed.
Vektorruumi (L lineaarku jutust iseendasse /: (L — • d nime­
tatakse endomorflemike, erijuhul, kui / on bijektiivne, auto- 
mor/iemtke e. ruumi IL (regulaarseks) teieendueeke. Ruumi IL 
xoik teisendused moodustavad i(neaarruhma.
2.2. Lineaarku jutus te /: 0^—-* Ц  hulka tähistatakse süm­
boliga £(0_1 (0_2 ). See on samuti vektorruum, sest temas on 
defineeritud lineaartehted:
(/1+/2)(a)= Л  (a)+/2 (a), (\f)(a)= M/(a)), V a € IL1, V \ € R,
mis rahuldavad vektorruumi aksioome.
Hulk IL*= £(IL,IR) on ruumi L kaaemum ja tema elemente 
nimetatakse kovektori teke.
Iga lineaarkujutusega /: Ц —^ 2 assotsieerub tema кслв- 
kujutue /*: fl-2— * IL*: Ф н-» ф<>/. Kehtib valem
(/*Ф)(Х) = Ф(/Х), V X € Ц ,  V Ф € IL*.
* •< kus /(X) ja / (Ф) on lihtsalt asendatud tahistustega /X ja 
/* 9.
ЩVektorruume Ker/ ja Imf , mis on vastavalt isomorfsed
faktorruumidega fl_ /1щ/ ja IL /Ker/, nimetatakse kujutuse / ко-
' t l
tuumaka ja kokujutLeeke ning tahistatakse Coker/ ja Coim/.
2.3. Lineaarkujutuste jada
Mon tapne, kui Imf = Kerg. Sel juhul on kaaskujutuste jada
i*
•tsamuti tapne.
Lineaarkujutus /: Ц —► 0-2 on monomorfne parajasti siis, 
kui jadad
o -*.il1-£* (L2 , 0 ■*— Ц*
It Иon tapeed,ja epimorfne parajasti siis, kui on täpsed jadad
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(Ц-^ IL,-* О , (L*<^ IL*—  О .
2.4. Vektorruumis (L on fikseeritud vektorite e1, е2,..., 
е korral võimalik moodustada 1 ineaarkujutus
Л: [R11-* d : x=(x\a?....з?1) *-+ e^r1,
kus e±ri= £ 6 ^ =  е ^ Ч  е2д^+ ... +er2n
on antud vektorite lineaarkombinatsioon suvaliste kordajatega
j и и n
X (vastavalt A.Einsteini kokkuleppele jatame sümboli 2
1=1
kirjutamata!). Alamruumi ImA с (L nimetatakse vektorite e± 
lIn&aarkat teke -
Kui kujutus A on monomorfne, siis vektorid on vektor­
ruumis ü. lineaarselt sõltumatud. Sel juhul on ImA isomorfne 
õ^-ga. Kui Л on epimorfne, siis ImA = (L.
Kui Л on isomorfism, siis vektorid e± moodustavad vek- 
torruumi 1  boost ja n on selle ruumi dimensioon e. moode,
/v «I
n=dim О.. Sel juhul voib iga vektori X € IL üheselt avaldada 
baasi vektorite lineaarkombinatsioonina X = e ^ 1. Kordajaid X1 
nimetatakse vektori X komponentideke (e. koordinaatideks) 
antud baasis. Kohe kujunevad koordinaatfunktsioonid 
e1: X •—*■ x \  n lineaarselt sõltumatut kovektorit, mis moo­
dustavad kaasruumi (L* baasi, e. kobaaei. Baasi e. ja kobaasi 
e nimetatakse teineteise suhtes duaalseteks. Duaalsete baa-$ MIIside korral ruumides 1  ja 1  moodustavad väärtused
i i * i e (e.) = 6 . uhikmaatriksi (0"; on tuntud Kroneokeri delta, mis
J и J J
vordub uhega, kui i=J, ja nulliga, kui l ž J).
" i Paneme tahele, et vektori X = e x  komponendid avalduvad
i i  i kobaasi kaudu: X = e (X), ja samuti kovektori Ф = kompo­
nendid avalduvad baasi kaudu: <p.j = Ф(е1).
»I
2 .5 . Uiie ja sama dimensiooniga vektorruumid on isomorf-w MIIsed. Toepoolest, kui vektorruumides (L1 ja 0_2 baase maaravad 
isomorfismid on Л1: l?31—*• Q_1 ja Л2: [R*1—► 0_2, siis on ka 
Л2Л~1 : Q_1 —► 0_2 isomorfism.
Sageli on kasulik muuta vektorruumis IL baasi, e. teisen-
Leopold Kronecker, saksa matemaatik,. 1823 - 1891 .
11
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dada baas е± baasiks e.j = Sel juhul teiseneb kobaas e
kobaasiks е^= ä*eJ. Maatriksid (a\) ja (ä^ ) on teineteise
IIII J J Jpöördmaatriksid. Selle teisendusega kaasneb koordinaatide 
teisendus: kui X = е±д:1= e^ 1 ja Ф = ф±е1= ф ^ 1, siis
х1= а*хл , ф1= ф-jO-.
Vastaku baasidele ja e± isomorfismid Л: IR11—*• IL ja 
Л: IR11—► IL. Siis automorfismile Л_1Л: (R11—*• IR11 vastab koordi­
naat teisendus д:1!-* r1. Automorfism ЛЛ-1: (L -*■ IL tahendab 
vektorruumi IL teisendust
X = x = e^r1.
2.6. Kui vektorruumides IL1 ja 0-2 on antud baasid e± ja 
ea ning kaasruumides (L* ja L* duaalsed kobaasid e1 ja ea 
(t=1 ,...,n; 0=1 ,..., m), siis on lineaarku jutus fl: IL —► (L ja
3|C t *  »• И и ■kaaskujutus h : 1 1—*■ (L2 maaratud uhe ja sama m*n-maatrik- 
si abil:
h(e±)= eaHj , h * (ea)= H^e1 , 
x = e.x1!—  h(X) = в rffr1 , Ф = ф еан- h*(Ф) = ф н^е1.1 cx 1 a. Ta i
Loomulikult, baaside teisenemisel
V  • v
teiseneb ka maatriks:
t—► ,X x p j x
lühidalt H = В HA. Endomorfismi korral А = В ja H = А НА.* 11Sobiv on esitada kujutusi h ja h üheaegselt operaatori 
П = s H^e1 abil, mida tuleb moista nii kovektorina kui kaа 1 i кvektorina (vektorvaartustega kovektor):
x = H(x) = Ф - фаеа1—  Ф(‘H) = ф^н^е1.
Operaatorit Н voib tolgendada ka nagu bilineaarset funkt­
siooni Я(Х,Ф) = ф argumentide X ja Ф suhtes. See osutubIt CX 1
kasulikuks järgmises arutluses.
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2.7. Oletame, et m><n-rnaatriks If!1 (m rida, П veergu) on 
jaotatud plokkidesse
f U I Y)
H = — I-- ,
I x i V
!cus plokk U on p*p-maatriks ja vastab astakumiinorile. Vas­
tavalt teoreemile maatriksi astakust on siis V = X(J~1Y. 
Maatriks H laguneb kahe maatriksi korrutiseks
H = GF ,
kus G - on lineaarselt sõltumatute veergudega m*p-iaaat-
riks ja F - (E I U_1Y) on lineaarselt soltumatute ridadega
• I H
p*n-maatriks (E on uhikmaatriks). Seejärel avaldub H kujul
П = Q T  ,
kus Q on reamaatriks, mis koosneb p vektorist £ G®, ja 7  on
\ 4veerumaatriks, mis koosneb p Kovekfcorist F^e , X = 1 ,...,p 
(H?= 0?rj). Selline esitus vastab kujutuse h kanoonilisele1 Л 1
esitusele, vt. 1.6. Vektorid Q moodustavad Im/ baasi (ruumis* $(L^ ), kovektorid 7  aga Im/ baasi (ruumis (Ц). Ker/ osutub 
kovektorite T annulaatoriks.
Nimetagem lineaarselt sõltumatute veergudega maatriksit 
edaspidi injektiivssks maatriksiks (sest talle vastab mono-
•v II
morfism) ja lineaarselt sõltumatute ridadega maatriksit sur- 
jektiivseks maatriksiks (talle vastab epimorfism). Regulaar­
ne maatriks vastab isomorfismile.
tt оNAIDE. Endomorfism ruurriis IfT e. xyz-ruumie on defineeri 
tud ЗхЗ-maatriksiga H, mille astak on ?:
r 1 -1 I o' Г 1 0 л
-3 5 ]_ 6 - -1. л  1
.1 /3  -г/31 -1. 0 - 1 3j
Maatriks H on lahutatud korrutiseks GF, kus ;:.aatriks F on 
surjektiivne ja maatriks G injektiivne (uks võimalikest 
kanoonilistest esitustest). Vektorid f J, 7j-h'3'л moodus­
tavad Imh baasi, milleks on tasand T’.y+fZ = 0. Kovektorid x-y,
Щ-x+2y+3z moodus tavad Intfi baasi ja nende annulaatobiks on 
Herh, ehk sirge X=y=- ^z.Antud juhu’, Kei7l с rmr.
2.3. Sümmeetrilise maatriksi H puhul saadakse plokk Tr 
plokist X transponeerimise teel, st. У = X', ja kanooniline vesitus voib olla jarepine:
H = [-][-) X г 1Г1) X f UiX’).
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1 X УJ z
1
F = UV - Vе - 2U + 10,
Ilmselt / = F«1U, kus %:{x,y,z) (U,Y) on /^.г-ruumi pro­
jekteerimine UV-tasandile. Funktsiooni f nivoopindadeks
(I.ryz-ruumis on huperboolsed silindrid, mille sirgjoonelised 
moodustajad on paralleelsed sirgega Xzy.Z = -1:1:3.
•» I«§ 3. Matemaatilisest analüüsist
v- »* И3,1. Mis on diferentseerus kujutus? See on (meie brosuu- 
ri raames) n-ruumi kujutus m-ruumi
/: (R11 — * K171 : X = (X1 ,3?....Я*1) t- у =
Itmis rahuldab taiendavat tingimust. Nagu iga funktsioon 
ф: IR01— ♦ fR on toodav ruunist R™ ruumi öc1 kompesitsiooni 
ф - ф »/ abil, nii ka koordinaat funktsioonid ya: yi-* ya voime
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tuua ruumist К”1 ruumi l?n. Saame m funktsiooni /“= mis
n* i »V
sõltuvad koordinaatidee-1: J? ; f.-1,..,n; <x=l,..(ffl. Kui kõikjal 
ruumis [R1* eksisteerivad funktsioonide f* озгtuletised
/“ = , siis kujutusi; / nimetatakse dl/ar»nteeeruvaJta.
ÕJT
Osatuletised .Ttooaustavad .7i*n-!T>aatriksi mida nime­
tatakse Jacobi mcuxtrikeiks. Jacobi maatriks punktis X £ №? 
moodustab m*n-maatriks:. mis koosneb arvudest ja vastavalt
II IImaarab 1 ineaarkjjutu.se
TJR™,
mida nimetatakse kujutuse f dife^anteiaaltke punktiß X. 
Sellest aga teeme juttu veel allpool, vt. 4-4» lk. 34. Mai­
nigem niipalju, et kujutus T / viib vektorid punktist £ € 
punkti у = fix) € fR1' ja kovektorid, vastupidi, punktist у 
punkti X.
«  w  ИKui eksisteerivad funktsioonide f' koik p jarku osatule­
tised
f* - 'i ...l i. t ’ p or!..drp
kus p ü, siis kõneldakse, et / on G^-dif&rent ae eruv 
kujutum, voi klassi Cu kuuluv. Kui U - oo, siis kujutus / on 
eile.
• I П» »f t lMARKUS. Tavaliselt kõneldakse, et kujutus f on maaratud 
süsteemiga yJ- /a(xi). Vastavalt traditsioonile, kasutame ka
IImeie allpool *eda väljendit, kaigi ta on veidi meelevaldne.
3-2. Olgu f, g, h diferentseeruvad kujutused ja h 
kujutuste f ja g kompositsioon h - g’>f
o e -- — — -•\ А
Yaslavalt liit.funktsiooni diferentseerimise seadusele, on sol 
juhi’1 vastavad Jacobi maatriksid omavahel seotud:
Karl Jacobi, saksa matemaatik, 1804 - 1851 .
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nj = <£•/)/?. (1)
a=1....m? \=;,...,r. Seda seost valjendab kommu-
tatiivne diigramm
T h
T ik*1 ---- — -— * г кг
x Ч  /  z
У \  /  V
t/ " 1 y=fix), Z=g(y),
mis tdhendab: kompositsiooni diferentsiaal T^h on diferent­
si laalide ja Tkompositsioon:
Txh =
2Kui kujutused /, 5 , h kuuluvad kla3si С , sus voime
seoie (1 ) mõlemaid pooli diferentseerida, veel muutuja .T** fljarri:
hx - <£' of)/0, f0 + , (2)lj 4fcn<ß J /J ± • 3 -&a J i 2 ’ v '
X Л  Mseega osatuletised h ,, h±, avalduvad taielikult osatuletiste 
fv  П ,  Sa /£, kaudu.
Kui kujutused f, g, h kuuluvad klassi C", siis, jatkates 
mitmekordselt sellist protseduuri, voime kolk osatuletisedЯ. tft. vh. . avaldada vaatavate osatuletiste r~ . ja g .i . .. i J i . . . 1 " °a . • . а» P i. q i q
kaudu, q ^ p <■ u.
Siledate kujutuste korral voib seda protseduuri korrata 
lõpmatuseni -
3..K Kui kujutuse /: (R11-*- S'“ astak (st. Jacobi maatriksi 
astak) on konstantne sumus ja vordub arvuga p, siis seda~ Mkujutust voib kirjeldada järgmisel viisil.
Ruumis [R1^ on funktsioonid f° konstantsed (n-p)-mootme- 
listel pindadel, mis moodustavad p-parameetrilise parve, 
Näiteks, sellise parve moodustavad ruumis ЗР tasandid
7
X =const, 1=1, —  ,p (fft1* on samasugune (R21, kail marsime teda° ^ кG-ga, rõhutades, et ta üldiselt erineb ruumist IR- , kust lah­
tub nool /).
ту, Н И  *v Q  j .v/v
FcuuaiiP !T; ■ maaravad võrrandid у - j {X) p-mootmelise pin- 
na . e, kujutise /((Rn). Selliseks pinnaks vrib ruumis !Rm o1-
x оla koordinaatfcasand u - 0, A=o+1,... .я?.
Kujutagem ette, et ruum R” on teisendatud ruumiks R11 nii,
7 a# О  ^et tasandid xQ=const on kõverdunud pindadeks j =const, ja 
ruum R^ on teisendatud ruumiks R"* nii, et koordinaat tasand 
yx=0 on kooldunud pinnaks y0^ /01^ 1) • Tahistame neid teisendu­
si vastavalt nooltega a ja b. Tekib kommutatiivne diagranm
R^ — ► R11 xo-const j j JI =constd к▼ . ? Л, _ „ b. a ja.. i ,r® — ь—  ^g^m v0=o v =f
kus /o= ö-1/a: R^: (jcJ)i-  (у»), y*= д£, o, on line­
aarku jutus. Me naeme kujutust f deformeeritud lineaarkuju-w M Mtusena, nagu kõveras peeglis. Lokaalselt (st. kullalt vaike-
t l  M IIses umbruses) on kujutus / samavaame lineaarkujutusega / .
t l  °Toimub kujutuse / lokaalne lineariseerimine. Üleminekul 
Jaoobi maatriks, kui ta on lahutatud plokkidesse, kus 
p*p-plokk U vastab astakumiinorile, teiseneb nii
f_U_l_Y_V f_E_ I _OJ
[ X I V J L 0 I 0 J *
••et plokid X, Y, V muutuvad O-plokkideks ja plokk U uhikmaat- 
r iks iks E.
*v ItTeisendused а ja b on võimalikud ja üleminek /»-* / rea-
t t  t t  t t  t t  °  liseeritav. SelleB seisneb uks kullalt keskne analuusi teo­
reem aetakuet.
II3.4. Nimetagem siin kaks tahtsat erijuhtu:
1) p=n ^ m; Jaoobi maatriks on injektiivne, tema n veergu on 
lineaarselt sõltumatud; sel juhul nimetatakse kujutust / 
Immereloonlke;
t t2) p=m ^ n; Jaoobi maatriks on surjektiivne, tema m rida on 
lineaarselt sõltumatud; sel juhul nimetatakse kujutust f eub- 
mereloonlke.
Immersiooni korral ruumis R11 mingeid kihte ei teki, 
lihtsalt see ruum on nagu viidud ruumi R1” ja koolutatud 
seal n-mootmeliseks pinnaks. Võrrandeid ya= /“(X1) nimetame 
pinna /(R11) parameetril isteks vorrandeiks.
Submersiooni korral tekivad ruumis R” (П-m)-mootmelieed 
kihid, mis projekteeruvad ruumi R” punktideks, kusjuures
3
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/(R11) = R™. Kihid on maaratud uldvorranditega fa (xi)=y<^-const. 
Ruumist R11 kõneldakse nagu kihtruumiet, ruumist К™ nagu selle 
kihtruumi baasist ja kujutusest f nagu vastavast projektsioo­
nist. Teistes keeltes vastavad kihtruuumile terminid bundle 
(ingl.), расслоение (vene), fibre (pr.), Bundei (saksa).
Lisame veel kolmanda juhu, mil kujutus / on üheaegselt 
immersioon ja submersioon:
3) p = m = Tl; Jacobi maatriks on regulaarne, tema deter­
minant, mida nimetatakse jakabiaanike, on erinev nullist; sel 
juhul nimetatakse kujutust f difeomorfiemike. Ruumi R11 difeo­
morf ismid e. teisendused moodustavad selle ruumi teieenduete 
ruhma.
Võrdluseks toome tabeli:
HULGAD VEKTORRU D MUUTKONNAD




Siit naeme, et monomorfism (v. epi- ja isomorfism) on injek-Htiivne (v. surjektiivne, bijektiivne) lineaarkujutus, immer­
sioon (v. submersioon ja difeomorfism) on aga diferentseeruv 
kujutus, mille diferentsiaal on monomorfne (v. epi- voi iso- 
morfne) lineaarkujutus.
Vastavalt diferentseeruvate kujutuste klassikafikatsioo- 
nile jaguneb diferentsiaalgeomeetria kolmeks valdkonnaks:
1 ) immersioonidest saab alguse pinnateooria;
2 ) submersioonidest kiht ruuni de teooria;
3 ) difeomorfismid on ruhmateooria uurimisobjektiks.
3.5. NÄITED,
Sirgjoone vektorvorrand r = at + г ,
kus 3 / 0 ,  e. parameetrilised võrrandid
x = It + XQ% у = mt +yo, z = nt + ZQ
2 2 2 м и (Z + m + n / 0 ) maaravad immersiooni
R -*• R3^  • (X,y,z), mis on ühtlasi injektiivne kujutus.
18
3.5.2.
Ф +Ф =1а о
3.5.3.
Ф ~Ф =1а о
Ellipsi parameetrilised võrrandid 
x = a oos£, у = Ъ sint»I •« pmaaravad immersiooni (R—*• (R , mis pole 
injektiivne kujutus, kuna IR katab ellipsi 
mitmekordselt.
И /V
Hüperbooli parameetrilised võrrandid 
1'x = f(t + ^),
fl tlmaaravad
2 '“ t
kõikjal immersiooni (R —► R2,Ivalja arvatud punkt t - 0, mille kujutis
puudub; kaks pooltelge (-a>,0 ) ja (0,+oo) 11katavad hüperbooli erinevaid harusid.
 ^  ^  ^ -j* —p Tasandi vektorvorrand r = au + OV + rMII -± 4? ®maarab tingimusel а X  0 immersiooni 
[R2-* (R3.
Pinna vektorvorrand г = r(u,v)i и 2 3maarab immersiooni [R —► IR tingimusel
r | r  , kus r = —1 1 /1 ТГ * 11 dr u öu
Funktsioon f{x,y,Z) maarab submersiooni 
[R3 —► !R tingimusel gradf ž 0. Ruum 1R3 
laguneb funktsiooni / nivoopindadeks 
/ = const e. kihtideks. Juhul f=AX+By+CZ 
(A2+B2+C2 t 0) on kihtideks paralleelsed tasandid.
«ISubmersioon ei tarvitse olla surjektiivne kujutus.и p ? P ^ 3 *Nait. f=xr+y +z on submersioon kõikjal [R -s, valja arvatudIpunkt (0,0,0), kuid surjektiivne vaid poolteljele (0,+oo)c [R.
3.6. Üldjuhul ei pruugi kujutuse f: (R11—> К"1 astak olla 
konstantne suurus. Seal, kus astak langeb, tekivad ieearaeu- 
8ed, e. singulaarsused voi katastroofid.
Lahutame kujutuse / immersiooni <p ja submersiooni ф 





kus ф: хн- (X,f(X)) ja ф:(:г,у)>— У-
Vastavad Jaoobi maatriksid on seotud jargnevalt
E
<J> = (0 ! En) x ( J ] ,
st. kujutuse f Jaoobi maatriks (J) on kujutuste ф ja ф Jacobi 
т*(т+п)- ja (m+n)xn-maatriksite korrutis, En ja Em on uhik- 
plokid.
n-mootmeline pind фСК11) ruumis 
IR'SdR"1 pole midagi muud, kui seos
/ с CRHxIR"1 , vt. 1.2. Seda pinda ni­
metatakse kujutuse / graafikuke.
II r' " vPunktis ф(£) ше naeme kaht n-moot- 
melist tasandit ImT ф ja KerT ,„.*ф.
x  cp i  I  J
Esimene neist on pinna фСО?11) puutujatasand punktis ф(.Г). Kui 
need tasandid omavahel lõikudes moodustavad q-mootmelise ta­
sandi, st.
dimdirfyp П КегТ(р(х)ф) = q,
•I _  l t  t l  t tsiis öelgem, et punkt X on kujutuse / ™-tuupi isearane 
punkt. Ilmselt projekteerib ф tasandi ImT ф rutuni T (R™ (n-q)-
«v<v X  у
mõõtmeliseks tasandiks ja kujutuse / astak punktis X on n-q. 
Kõikide selliste punktide hulka ruumis IR11 nimetame ^-stn^u- 
laareueeke.
Kujutus f indutseerib kujutuse R™, mille graafikuks
on pind фСЕ4). Kui punkt x € Y? on selle kujutuse ^-tüüpi
isearane punkt, siis nimetame teda kujutuse f XI41*-tüüpi ise-
araseks punktiks. Selliste punktide hulka ruumis [R*1 nimetame
X^-singulaarsuseks.
t l  ^  
Jatkates arutlust, jõuame samm—sammult edasi kõrgemat
к
Nahtavasti tekib ruumi (R11
q,q12"'tuupi singulaarsusteni XI
qi qiq? etrat t/t teeerlmlne XI 3 XI
vahendusel ka pinnale ф(В?п ).
■ q.
-,41 q2q3 mis kandub ф
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qs =1 kasutatakse sümboli £Juhul q,= <?2= _<J3=
asemel lihtsamat sümbolit A . Stratifikatsiooni A« ~ и s 1
tõlgendame Järgmisel viisil.
q4q1 42 ' " 4s
А э A .2 Аз***
Kujutame ette mingi pinnaIvalgustamist ja ühtlasi 
selle pinna projekteerimist 
piki valguskiiri ekraanile, 
(vt. joonis). Seal, kus 
valguskiired puudutavad 
pinda, naeme varju piirdejoont e. singulaarsust A1. Joonel A1 
võivad esineda punktid, kus valguskiired puudutavad joont A1. 
Need punktid moodustavad singulaarsuse Ap.
II II rvrv
Järgmisi eingulaarsusi As, 3>2, voime naha mitmemoot- 
meliste pindade valgustamisel.
Esimestel singulaarsustel on ka omad nimetused: A.- volt,H «IAp - korts,ii A3 - paasusaba, A, - liblikas,4
А^ - taht (ing. fold, сире, evtallowtall, 
etar), vastavalt konfiguratsioonidele joonisel
5 - vigvam, 
butterfly, wigwam.,
Üldiselt nimetatakse singulaarsusi Ag kaepoidideke.
Joonisel on kujutatud kolm konfiguratsiooni A,, A„, A..
tl О  4
Kortsu teravikku naeme tasanduva pinna lõikumisel tagasi-I и »• •• ~ иpoordeserva normaaltasandiga. Paasusaba voib nahe loikes ta­il I иsanduva pinna tagasipoordeserva teraviku laheduses. Kui aga
11 f« IItagasipoordeserval on kaks lahedast teravikku, siis, kui os-~ I Ikame vaadata, voime naha liblika sundi.
и Q «  • • • Q  ~  иKa üldisemaid singulaarsusi £ voib naha pindade
valgustamisel, kuid siis juba mitmemootmeliste kiirte abil,
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voi projekteerimisel mitmemõõtmelises sihis.
Singulaarsuste uurimisega tegeleb omaette teadusharu, 
mis on kullalt lahedane diferentsiaalgeomeetriale ja kahtle­
mata kasutab d.g. vahendeid, - kataetroofide teooria. See ü * •• !•
teooria sai alguse prantsuse matemaatiku Rene Thomi toodest 
1950.aastatel ja on akad. V.Arnoldi sonade jargi "ekstreemum- « • ülesannete grandioosne uldistus".
3.7. Uheks peamiseks eesmargiks singulaarsuste klassi­
fitseerimisel on vaadeldavate funktsioonide maksimaalne liht­
sustamine.
Olgu näiteks £y-tasandil antud funktsioon f{X,y) aren­
datuna Maolaurini ritta
f(x,y) = f  + f ,x  + /2у + 2/12^y + /22у2 ) +
+ З / ц / ц  + 3/ 1 ггХ yz+ /222У3) + ...
ja olgu 0-punktis grad/ = 0. Tegemist on singulaarsusega
0-punktis. Liigutades pinda Z-f{X,y) 2yz-ruumis (funktsiooniH Igraafikut) ules-alla, fikseerime asendi, mil pind labib 0- 
punkti. Siis / = 0. Lineaarliikmed puuduvad, kuna f^= f = 0. 
Ruutliikmed ^(/n ^ +  2f^xy + /22y2) voime tingimusel
1f12 ' nn. / 0  tuua xy-teljestiku poordega kanoonilisse kujju
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О О Hл1дг+ кгу , nagu tehakse tavalise ruutvormiga. Seejärel voime 
teha teisenduse
a: (x ,y )^  (x ,y ),
kus x = x + 1 (0] ^ +  г а \гху + a22y2)
у = у + ^ (a^x2* 2а*гху + a|2y2 ),
и иmille tagajarjel kaoksid ara kuupliikmed. Et tulemuses 
f°d'= Л.^4- Х-гуг+... puuduksid kuupliikmed, on vaja, et
Colin Maclauriri, soti matemaatik, 1698 - 1746
?2
^iaii 6 Л и *  гл,1а 1 2+ ^гa^^ ~ г Л 1 2 •
^1а22+ 2Л,2а 12 2 Л г 2 * ^2а22 6 ^2 2 2’
Siit selgub, et kordajad (A on võimalik vastavalt fikseerida.
к  j k  p  о  p
Näiteks, kui me tahaksime funktsioonis / = ОТ- у + 2.zy vaba­
neda kuupliikmest 2хуг, siis teisenduseks sobiks
x = x + azy + ßy2
У = У + OLT2 + (ß-1 )2y, 
kus а ja ß on suvalised parameetrid. Muidugi, vabanedes kuup-
I I  <v
liikmetest me ei saa loota, et kaovad ara kõrgemad astmed. 
Kuid manipuleerides analoogilisel viisil neljanda, viienda ja
I I  <v
järgmiste astmetega, voime siiski samm-sammult vabaneda nen­
dest astmetest nonda, et lopptulemuseks on Л. дг+ A.,у2 ilmaI » Isabata. Järelikult, parast 
koiki vajalikke teisendusi 
on funktsiooni f{X,y) ni-Mvoojooned O-punkti umbruses
rv I I
kas ellipsid voi hüper­
boolid, vt. joonis.
Toodud arutlus leiab aset ka suvalise funktsiooni /:П *fUc —► (R korral O-punkti umbruses, kus grad/=0 ja det(/1 )^ t 0. 
Maatriksit (/,,) nimetatakse Нввве maatrikeike, tema determi-1J Inanti aga heeelaanlke. Difeomorfismi tapsusega on funktsioon
/ võrreldav kanoonilise kujuga A, (tl1 )2+ ...+ Л, (tln )2. Korda­n / n »  1 n и
jaid Л.± voib veel võrdsustada ±1-ga. Vastavalt kordajate mar­
kidele teostatakse klassifitseerimine.I —Nait. n =  2 ja n = 3 korral on kaks võimalust: ++, +- ja +++, 
++-; n = 4 korral on võimalusi kolm: ++++, +++-, ++— . Selles 
seisneb tuntud Uoree'l lemma.
Ludvig Otto Hesse, saksa matemaatik, 1811 - 1874. 
Harold Kalvin Morston Morse, USA matemaatik, 1892 -
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Joonisel on kujutatud kaks 
võimalikku singulaarsust J2 Ja 
221 kujutuse /: R2 —► R puhul. 
Mõlematel juhtudel grad/ = 0, 
kuid esimesel juhul on Hesse
1 maatriksi (/±J) astak 2, teisel
juhul aga 1. Esimesel juhul kehtib Morse'i lemma, teisel ju­
hul aga mitte.
3.8. Juhime tahelepanu terminile muutkonnad tabelis 3.4, 
lk. 18.
Olgu antud mingi topoloogiline ruum M, kaetud loenduva 
arvu lahtiste umbrustega, mis on homoomorfsed Ti-ruumiga R11." " . , "Paare (и,ф), kus U on пкя umbrustest ja ф vastav homoomorfism . и «и и U—► Br1, nimetatame kaartideka. Homoomorfism ф maarab umbrusel 
U koordinaadid. Koik kaardid moodustavad ruumi M atlaae. Kui
kaartide (и,ф) ja (и,ф) umbru-
sed lõikuvad, siis kompositsioon 
а = фоф-1: ф(и Л U) —► ф(и n U)
«I II И »Vmaarab ühisosal U n U koordi­
naatide teisenduse. Kujutusi а 
nimetatakse uIeminekufunktв loo-~ и u
nideke. Kui koik uleminekufunktsioonid kuuluvad klassi С , 
siis antud atlast nimetatakse Cu-atlaseks ja ruumi M Cu-di- 
lerentseeruvaks muutkonnake e. lihtsalt Cu-muut*onnafee. Tava-Iline n-ruum R^  on muutkond uhe standardse kaardiga. Muidugi 
me lubame Rn-s ka koordinaatide teisendusi.
Muutkondadest on vaja rääkida 
selleks, et oleks võimalik 
uurida keerulisemaid pindu jt. 
moodustisi, kus pole võimalik 
defineerida koordinaate nagu 
n-ruumis R11. Lihtsamad muutkon­
nad n =  2 korral on sfaar,
toor, aareta Mobiuse leht, Kleini pudel (vt. joonis).
August Ferdinand. Moblus, saksa matemaatik. 1790 - 1868; 
Feliks Klein, saksa matemaatik, 1849 - 1925.
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NAIDE. Neljamootmelise muutkonna moodustavad sirged koi-(I fmemootmelises ruumis, sest sirge maaramisel on vaja fikseeri­
da 4 parameetrit, nt. sirge lõikepunktide koordinaadid ta-tsanditega X = 0 ja у = 0. Kolme-, kahe- ja uheparameetrili- 
sed sirgete parved on selle muutkonna alamnuutkonnad: komp­
leksid, kongruentsid, joonpinnad.
Joonpindadest me tunnemeMkoonust, silindrit, uhekattelist
И «Ihüperboloidi, huperboolset para­
boloid!, tasanduvaid pindu, 
mille moodustajaiks on mingiM •<ruumilise joone (e. tagasipoor- 
deeerva) puutujad. Kongiuentsi 
moodustavad nt. pinna normaa­
lid. Kui ruumi igas punktis onл*antud mingi siht, siis voibH «(raakida sirgete kompleksist.
3.9. Kaarte kasutatakse kujutuste lokaaleel uurimisel. 
Olgu P:M1-> M2 muutkonna M1 kujutus muutkonda M2;
(ü ,<p ) - kaks kaarti muutkonnal M1 ja (U2,<p2), (й2,ф2)
Л» <v- kaks kaarti muutkonnal M2, kusjuures Fd^) c U2* F(ü1 )c üg. 
Kui I^n U1 jt 0, siis ka U?n U2 * 0, eest FO^n ü1) с U2n Ug. 
Tekib kormrutatiivne diagramm
А — — £---► Вa I . lb/w - л»
A --- L--► В
4 25
^  H IfВ = <P2 (Ug Л U2). a ja Ö on uleminekufunktsioonid umbrustel
V  ut ja u2n u2, st. a = Ф ^ 1, b = <}2<p2 1» nine / = Ф2У<РГ
ja / = ф2?ф“1. Kujutused / ja / esitavad kujutuse P vastava­
tel kaartidel. Kujutuse P omadusi, mis kõikvõimalikel üle­
minekutel a*b:f *-» f ühelt lokaalselt esituselt teisele ei 
muutu, nimetatakse invariantseteks omadusteks. Suurusi, mil­
lel on invariantsed omadused, nimetatakse invariantideke.
Kujutuste diferentsiaalvariantidega me kohtume allpool
Иkolmandas peatukis.
Kaks lauset mõtlemiseks.
1. Kujutuste kompositsiooni esitus on vastavate 
esituste kompositsioon.
H = GF,
g = ф30ф21 , / = ф2Рф^1 => h = ф3Нф“1 ,
ft * « Л
91 ~ _12. Üleminekufunktsioon а = фф on samasus kujutuse 1 
esitus kaartidel (и,ф) ja (U,cp).
Markus. Allpool, raakides kõikvõimalikest tuletistest 
eeldame vastavate funktsioonide diferentseerimist.
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2. peatükk. VEKTORVALJAD JA DIFERENTSIAALVORMID
IISammume julgelt edasi, et veelgi laheneda diferentsiaal-
t l  t tgeomeetria probleemidele. Eelmises peatukis me nagime, et
rv (Ikõikjal kehtib teatud duaalsuse printsiip: injektsioon - sur- 
jektsioon, monomorfism - epimorfism, immersioon - submersioon, 
vektorruum ja tema kaasruum, vektorid - kovektorid, lineaar­
ku jutuse korral kaasku jutus, tuum - ко tuum, kujutis - kokuju-
И t t  II .tis. Seda ideed valjendab ka käesolev peatukk, kus juttu
И t ltuleb duaalseteet ja üksteist taiendavatest mõistetest -
IIvektorvaljadest ja diferenteiaalvormidest.
II§ 4. Vektorvaljad
И4.1. Oleme jalle ruumis Ir . Kasutame veerumaatrikseid
IIu ja x punktide ja vektorite tahistamisel. Vektoreid punktis 
u € K11 voib defineerida kahel viisil.
1. Liikugu punkt ruumis R11 piki trajektoori u(t) ja olgu 
tema asendiks hetkel t = 0 vaadeldav punkt U, st. U(0) = U;
X=ü(0), ---selle punkti kiirusvektor ja
/ 11// u(t) ühtlasi trajektoori puutujavek-
J  И IIt=0 /  tor punktis u on maaratud tule-
/  .  *1II/ tistega U(t) väärtusel t - 0.
II * ,  I«Tahistame x =u(0) ja ütleme, et punktis u on defmeeritud
vektor Xu, mille komponentideks on X. Ilmselt voime suvalist
siledat funktsiooni ф: [R11— * IR piki joont u(t) diferentseerida 
t l  t lja raakida selle tuletisest vektori X suhtes:u
Хиф = |^ _o* Arvestades, et diferentseerime liit-
funktsiooni, saame valemi
Хиф = ф1(и)Х1,
kus kordajateks on ф osatuletised punktis u, vt. 3.1, lk. 14.
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2. Defineerime punktis u diferentsiaaloperaatori 
Xu: ф ►-* Хиф, mis igale siledale funktsioonile ф: R11— * R seab 
vastavusse mingi arvu Хиф £ R. да nõuame, et iga funktsiooni- 
paari ф,ф korral
Хи (Ф + ф) = Хиф + Хиф,
Хи (Й ф) = ЙХиф, V k € R,
Хи (ф-ф) = Хиф-ф(и) + ф(и)-Хиф.
Muide, siit järeldub kohe, et X к = О. Kui rakendada operaa-ч Itorit Xu funktsioonile ф, arendatuna punkti U umbruses Tay- 
lori ritta
ф(й) = ф(и) + ф±(и)(й - u)^ 1  ф1 ^(и)(й - Ю ^ й  - и)3+...,
arvestades seejuures koiki reegleid, ваате samasuguse valemi 
Хиф = ф1 (и)ЛГ1, kus Ti= Xyü1, ü1 on koordinaat funkts ioonid.
II rv /V
Järelikult voib joone puutujavektorit tolgendada nagu 
diferentsiaaloperaatorit (koik tingimused kehtivad!) ja kaM Mvastupidi, iga diferentsiaaloperaator Xu on maaratud suurus­
tega X ja teda voib moista nt. kasvoi sirgjoone u(t) = Xt + и 
puutujavektorina. Kõnelgem lihtsalt, et punktis и on antud 
vektor Xu ja tema komponentideks on n arvu X.
Kui igas punktis U € R11 on fikseeritud mingi vektor X ,
ГТ-Л 99 rv VIsiis on ruumis R^ antud vektorvalt X. Sel juhul sõltuvad kom­
ponendid x koordinaatidest u, st. x = x(u). Vektorval ja X~ ИИ .
puhul voib raakida funktsiooni ф tuletisest Хф = (D.X , mis onH ifunktsioon - mitte arv, nagu Хиф. Kull aga 
Хф(и) = Хиф, V и € IR11,
И II rv
4.2. Vektorvaljaga on seotud järgmised moisted: trajek­
toorid, voog, invariandid. Olgu ruumis R11 antud vektorvali X 
komponentidega x(u). Koostame diferentsiaalvõrrandite süsteemi
й = x(u).
Teooria kinnitab, et lahendid Ut= dt(u) eksisteerivad, iga t 
korral O-punkti umbrusest kujutus at: uh-> ut on difeomorfism
Brook Taylor, Inglise matemaatik, 1685 - 1731.
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ning iga 3 ja t korral Q-punkti umbrusest kehtib võrdus fl
o. ®a = a . Siit järeldub, et t = О korral a. on samasust ei-S Ь o+TJ j tt b ui,
sendus 1,pn ja а = a~ . Teisiti öeldes, kujutus t*-» a. maa-
II — Ъ X  i i  Ъ
rab uheparameetrilise teisenduste ruhma. Sel juhul on tavaks 
kirjutada at= exptX.
Joont at(u ) nimetatakse
punkti u trajektooriks. Kuna
t muutudes iga punkt liigub
piki oma trajektoori, tekib
ruumis (R11 voog a ..
Vaatleme funktsiooni (p: IR11— ♦ (R korral kompositsiooni
tl tt<p°a . Ilmselt on funktsiooni ф°а. väärtuseks punktis U funkt- 
“  tt tt « siooni ф vaartus punktis u = a.(u), st. ф°а.(u) = ф(и.),
II «  Ti X  u
V U € K11. Naeme, et funktsioon ф 0^  kandub t muutudes vastu 
voogu. Seejuures
«P’ V U r  V 1 '
Kui funktsioon ф on vektorvalja X trajektooridel konstantne,
siis ф°а. = ф ja Хф s 0. Sel juhul nimetame funktsiooni ф 
tt *vektorvalja X invariandike.
tt tt ~Üldiselt on vektorvaljal X n-1 sõltumatut invarianti
I2 ,...,In (p funktsiooni nimetatakse sõltumatuks, kui nende
tt ttJacobi maatriksi astak on p). Need invariandid maaravad sub­
mersiooni I: (R11— '► [R11-1 , s.o. projekteerivad ruumi 1R11 piki 
trajektoore ruumi IR*1-1.
ttPeatume veel juhul, kui vektorvalja X komponendid X(U)
sõltuvad koordinaatidest U lineaarselt ja homogeenselt, st.
X = СU, kus U ja X on veerumaatriksid ja С on mingi konstant-
tt ,ne nxn-maatriks. Sel juhul avalduvad süsteemi u = CU lahendid
ctkujul ut= e u maatriksi Ct eksponentsiaali
eCt= E + Ct + C2 |— + ...+CÄ +...
abil. Alati, kui võimalik, peame silmas skeemi
ctи = CU => ut= e u.
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Toome nuud näiteid.
4.2.1. Olgu £y-tasandil antud süsteem Ü = X(u) ja ta
lahendid ut= at(u) kujul
f X = 2 f Xt= 2t + X
1 У = -1 , 1 у = -t + у.
Tegemist on vektorvaljaga 
X(2,-1), mille trajektoorideks on sirgjooned ja invariandiks 
funktsioon ф = X + 2y. Kontroll: ф = i + 2y = 0.
4.2.2. Jalle xy-tasandil:
J j Xrrr Ё
- 1  f X = t + X
■ I Vt- r b r  •
Vektorvalja X(1,y ) trajektoorideks on võrdhaarsete hüper­
boolide harud, invariandiks ф = X + у. Kerge on kontrollida
seost а »а = а .:s t  s+t
s+t
° s 4  
(9+X,
(t+<3+*)= (8+t)+х, _ | _ T_  j.
✓ 4
)1-У8
4.2.3. Ikka veel xy-tasandil:
И  f° fc°s£ -sintl fX\
yj = li oj x У »  lytJ= Isint costj * U/J •
Lahendite leidmisel kasutame skeemi
• ctU = CU => Ut= e U .
c ■ [? и- °г= - [o ?]•
*ct= (; ?) ♦ (? -3*- ii ?)i2- (? -gg 
= u  ^ - - • > -  [? й =
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- (i + (? - GSS! -oo1??) •
Vektorvalja x(-y ,x)  trajektoorideks on kontsentrilised ring­
jooned, invariandiks ф = 2?+ у2. Voog a kujutab endast ta-•I и I csandi pooret vastupaeva.
H ,  t l  t l4.2.4. Olgu xy-tasandil süsteem u = Ctt maaratud maat­
riksiga С = аЕ + M, kus E = [J °], I = (° “J,], а,Ь e R. 
Siis eC^= аа*(E cosöt + I sinbt).
а > о а  < o а  = o
Ь > 0 Q J. ( j ) О
b < 0 G > Q J О
Korval pn toodud faasi- 
portreede klassifikatsiooni 
tabel: mittestatsionaarsed 
fookused (а > 0), statsio­
naarsed fookused (а < 0) ja
poorded (а = 0).
Invariandi selgitamiseks kasutame polaarkoordinaate 
(р,ф), x = p совф, у = p згпф. Voog at: (x,y) h- (xt,yt) on
polaarkoordinaatides(p^) i—► (p^. «Ф^ .), kus pt= p eat, ф^= ф + bt.
Järelikult, invariandiks on p exp(- ^ ф). Trajektoorideks on
logaritmilised spiraalid p = pQezp(^ ф).
4.2.5. Juhul
o - e  g).*» « с - i .
a>0 on voog at elliptiline poore, tra­
jektoorideks on ellipsid, invarian­
diks oti2- ßy2.
4.2.6. Juhul
С = [£ £], kus \,|i € R, eCt= И
\t
on invariandiks Д^у \  Lihtsamad faasiportreed :
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l( , t , Nkl. ^I i ^ r
Л, = ц. < О - kokkusurumine, X = ц > 0 - venitamine,
(Л,,(J.) = (-2,-1 ) - stabiilne solm paraboolidest,
(А..Ц.) = (2,1) - mittestabiilne solm paraboolidest,tl(Л,,ц.) = (1,-1) - sadul hüperboolidest.
4.2.7. Kui xyz-ruumis
X 0 1 0 X ’ 1 t tZ/2
'
X
У = 0 0 1 X У , siis Vt = 0 1 t X У. ž .0 0 0. . z . 0 0 1  . „ 2 .
sest
ГО 1 °1 . e c *=
Г1 0 0] го 1 °1 го 0 1l t 2 r 1 t  t ? 21С = 0 0 1 0 1 0 + 0 0 1 t + 0 0  0 I = 0 1 *0 0 0 ß 0 1. ß 0 0. 0 0 oJ2 L 0 0 1 J
Vektorvaljal 0) on kaks sõltumatut invarianti: Z ja
y2- 2 XZ. Muuseas, teine




tasanditel z = z .
on ruut funktsiooni 
diskriminant.
on paraboolid
4.2 .8. Üldistame eelneva olukorra neljamõõtmelisse ruu­
mi. Votame ruumi 0?4 koordinaatideks (u,u' ,U" ,u'"). Vektorvalja 
X(u'.u'.tT.O) korral Xu = u', X2u = u", X3u = u",
С =
r° 1 0 ° ]
' V ' 1 t t 2 /2 t9 /6 '
0 0 1 0 u ; 0 1 t t 2 /2
0 0 0 1 9 U" 0 0 1 t




invariante on kolm: D1= U - иц^~ + (U" )• 
3(U"'):
d2= u ' (tr2U"
D3= u". Kontrollige, et XD1 = XD2= XD3= 0. Trajektoorideks on 
kuupparaboolid. Tasandil u'" =1 on u - ?i'u"+ ~(u')3.
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Dg= U' -  ^ ning D = (3D1 )2+ (2D2 )3 on kuupfunktsiooni
t2 t*ut= u + u t  + u'^— +g- diskriminant.
И  MVorrand D = 0 maarab U U' u'- 
ruumis tasanduva pinna, milleIIIItagasipoordeservaks on kuup- 
parabool M = (£*/6, t*/2, t)./v XToepoolest, puutujal
Mt+ AJI^ =(t3/6 + A.t2/2, t2/2 +U, t + X) on D1 (Mt+ XJC^ )= \9/3, 
D2(Mt+ MC) = -\2/2, D(Mt+ W  ) = 0. See leiab aset ta­
sandil U'= 1, kus punkt (t*/6, t2/2, t, 1) liigub piki punktiI(0,0,0,1) trajektoori. Osutub, et kuupfunktsioonil Ut on uks 
voi kolm reaalset juurt vastavalt sellele, kus asub punktI(u, u', u", 1) tasanduva pinna D = 0 suhtes: kas valjaspool 
holmu voi nende vahel. Kui see punkt asub tasanduval pinnal~ IIIID = 0 voi selle tagasipoordeserval, on kuupfunktsioonil vas­
tavalt kahe- voi kolmekordne juur.
Nende arutluste juurde tuleme hiljem veel tagasi, 
vt. 11.2, lk. *134 .
4.3. Koik vektorid punktis U € R11 moodustavad vektor-II Iruumi, mille tähiseks on T dc . Ka koik vektorvaljad moodusta­
t i uvad vektorruumi (ule korpuse (R) ja selle vektorruumi baasi 
moodustavad osatuletiste operaatorid <9 = — .. Toepoolest,
1 .au1kui X on mingi vektorvali komponentidega 0Г, siis iga dife­
rentseeriva funktsiooni <p korral on X(p = Ф...Г1, kus ф = ^  ;
1 1 öuljärelikult,
X = 3 X1.
/V <V IfSeda valemit tuleb õigesti moista. Siin voib tekkida vaike
segadus: kas avaldis д±2Г1 on operaatorite lineaarkombinat-
sioon kordajatega X1 voi on tegemist koguni osatuletistega
r)rl ". Arusaamatuste vältimiseks lepime kokku, et sunmeerimi-
Öulsel diferentseerimist ei toimu, st. summeerimis indeks i vii- 
tab lineaarkombinatsioonile, kull aga kirjutist 0±X kus
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rv h'T * «summeerimist pole, tuleb mõista osatuletisena ——  . Sümboli 
, au1
д.ЗГ asemel voiks kirjutada ka x d ., kuid sel juhul tekib
I I 1  1
uleminekul maatriksvalemitele veel suurem segadus; nt. baasi 
teisendamisel d = dA on selge, et õ^A^ on lineaarkombinat- 
sioon, kirjutisel Ад aga pole motet, kuna õ on reamaatriks.
Märgime, et vektorid d. on igas punktis u € (R11 lineaar-
~  rv  1  -  t l
selt sõltumatud, sest vordus = 0 tahendaks, et suvalise
funktsiooni ф korral oleks Ф1 С±= 0» mis pole võimalik.
Fikseeritud i korral on vektorvalja d± trajektoorideks 
koordinaatjooned, mis on paralleelsed t^-teljega, invarian- 
tideks aga koordinaatfunktsioonid ü*5, kus j t i.
Operaatorite d± poolt moodustatud baasi nimetatakse 
naturaaleeke baaelke.
4.4. Diferentseeruda kujutuse /: [R11—► [R111 diferentsiaali 
T / voib defineerida ka kasutamata Jacobi maatriksit, vt.
3.1, lk. 15.
Võtame ruumides TJR11 ja (MR®, kus v = /(u), kaks vekto­
rit Xu ja Yv ning nimetame vektori Yv vektori Xu kujutiseks, 
kui suvalise diferentseeruva funktsiooni ф: Or1—*• (R korral
/V
kehtib vordus
У^ф = Хи (фо/).
II ™ It jMinnes ule komponentidele, voib oelda, et ФаУ = Ф /\3r ja
ya= fl Xх.
kus (/?) on Jacobi maatriks. Mõlemad definitsioonid on sama-
I t  II 1  rv
vaarsed. Eelistatum on uus definitsioon, mis võimaldab kuju­
tust T^: X *-► Yv defineerida koordinaatide abita.
Lisagem, et Jaoobi maatriksi (f^ ) veerud punktis u € [R11 
vastavad operaatorite kujutistele, kui neid vaadelda
naturaalses baasis (d ) : a v
V < öi>u=
Iirmersiooni korral moodustavad vektorid Tu/(ö1)u pinna 
/(IR11) puutu ja tasandi baasi punktis v = /(u).
II ™  rf -PNAIDE. Pinna defineerimisel vektorvorrandiga r = r(u,i>)
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on operaatorite kujutisteks vektorid ?u, ja nende
lineaarkatteks pinna puutujatasand, vt. 3.5.5, lk. 19.
I I4.5. Nagu öeldud, kutsub voog a.= exptX esile funktsioo-
rv «  rw
ni ф liikumise: ф = ф°а.. Kone alla voiks tulla funktsiooni 
фt esitamine Maclaurini reana
ф = ф + ф' t + ф '£ 2/2 + ... ,
kus ф'= Хф, ф*= Х2ф,... Jättes kõrvale standardsed kinnitusedH r*rea koondumise kohta, naeme me siin võimalust kirjeldada* •funktsiooni ф ^  ilma et oleks vaja lahendada süsteemi u=£(u). 
Vastupidi, rea koostamisel on vaja leida tuletised ф' , 
ф",... voi vastav diferentsiaalvõrrand, mis neid tuletisi 
omavahel seob.
I I  I I4.5.1. Olgu näiteks, ,zyz-ruumis antud vektorvali 
X(1,0,fc), k € R, ja me tahame kirjeldada funktsiooni
Ф = y2- Z2- 1 )
liikumist. Kuna ф' = X - kz, ф*= 1 - Je2, ф"= 0, siis rida
/v к
lopeb parast kolmandat liiget:
<pt= ^(Хг+ у2- Z2~ 1 ) + (X - kz)t + (1 - кг) t2/2 .
I I  , ,Antud juhul lahendub süsteem X = 1, у = 0, Z = к lihtsalt: 
Xt= t + X, yt= y, zt= kt + z, ja me saame sama tulemuse ka 
otseselt:
ф^ .= ~[ (t + x )2+ y2- (kt + Z)z- 1].
4.5.2. Teine olukord kujuneb яу-tasandil funktsioonin i **ф = z liikumisel vektorvalja X(-y,x) mojul. Sealjuures oleme 
kompleks tasandil, kus z - X + у i. Sel juhul Xz= i z, ф'= 1Пф, 
ф"+ п2ф= О. Viimane seos on diferentsiaal võrrand, mille 
lahendiks on ф = ф cosnt + ^ ф'sinnt.
I I  ”  '**Minnes ule polaarkoordinaatidele: X = p cos0, у = psinö, 
saame zn= pn (cosnQ + i sinn0) ja
ф = pn[cosn(0 + t) + i sirm(0 + t)].
5*
35
Kuna voog pooi*ab tasandi punkte vaetupaeva ühtlaselt» 
poorab funktsioon <p^  ennast заюа kiirelt vastupidises suunas, 
st. paripaeva.
IUKpt
уv  ^Joonisel on kujutatud funktsiooni 
<pt= (X2- y2)oos2t - 2ХЦ sin2t + [2xy cos2t + (X2- yZ )Bin2t]i
ни I' . " . .reaal- ja imaginaarosade nivoojooned poordel paripaeva (71=2).
4.6. Peale lineaartehete, st. vektorvaljade liitmise X+Y 
ja nende korrutamise funktsioonidega cpX, on olemas veel euiu- 
operateiocn
[XY] = XY - YX.
rv rv  tl
Seda operatsiooni voib tolgendada jargniselt. Olgu X ja Y
t t  J  4vektorvaljad ning ja у neile vastavad komponendid. Kuna 
diferentseeriva funktsiooni ф korral Хф = ф±Х1, Уф = ф -jl/*» 
siis
ХУф = (жр3)у3+ ф1(ху1) = ф±j X ^ y ф1(ху1),
УХф = (Уф1)Д71+ ф1(УХ1) = ф п Х*-у3+ ф1(УХ1),
dz со "kus ф. = — . on teist jarku osatuletised ja, vastavalt
J du du2 „
Sohwarzi teoreemile, Ф1;)= Ф -ji* Järelikult,
[XY] ф = ф1(Ху1- YX1).
л/ н
Operaatorit [XY] mõistame vektorvaljana, mille komponentideks
4 4 It IIon Xy - YJT. Tapsemalt, vektorvalja [XY] i-ndaks komponendiks
It
on vektorvaljade Y ja X C-ndate komponentide tuletiste vahe 
vastavalt X ja Y suhtes.
Erijuhul, kui X ja Y komponendid sõltuvad koordinaati­
dest U lineaarselt ja homogeenselt, st. I = Au ja у = вu, kus 
A ja В on konstantsed n*n-maatriksid, avalduvad vektorvalja 
[XY] komponendid kujul -[AB]U, kus [AB] = AB - BA. Maatriksit 
[AB] nimetatakse maatriksite A ja В kommutaatoriks.
Hermann Amandas Schwarz, saksa matemaatik, 1843 - 1921.
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Vektorvalja [XY] teket voib tolgendada järgmisel viisil.
•• I !Naitame esiteks, kuidas vektorvalja X mõjutab teisendus b.•Vastaku vektorvaljale X voog 
at= exptx. Punkti и trajektoori 
kirjeldab liikuv punkt at(u). 
Teisendusel b teisenevad punk­
tid u ja at(u) punktideks b(ti) 
ja b(at(u)) = batb~1 (b(u)). 
Voog a. teiseneb vooks ba.b-1,w и X
mis vastab vektorvaljale TbX. 
Toepoolest, vastavalt kujutuse 
diferentsiaali definitsioonile 
4.4 lk. 34, naeme, - et iga diferentseeruva funktsiooni <p
korral
(TbX) ф = X _t (ф»Ь) = (ф obat) ' ( b ~1 (и)), (*)
b (u)
st. (ТЬХ)ф = (фоЬсцЬ- 1 ) .^_0 ja batb_1=exp TbX. 
Asendades valemis (*) funktsiooni ф koordinaatfunktsiooniga
»I
и , selgub ka, millised on vektorvalja TbX komponendid, 
nimelt (bjX*i) ®b_1, kus (b*) on teisenduse b Jacobi maatriks. 
Nii voib arutleda ka teisenduse b = expTY korral, kui Tи i иon fikseeritud: vektorvali X teiseneb vektorvaljaks Tb X. и и 1 Öeldakse, et voog b kutsub esile vektorvalja X deformeeri-  ^ и mise ja seda kirjeldab parameetri т muutudes vektorvali Tb^X. 
Vektori (Tb^X)u muutumise kiirust igas punktis tl € IR*1 on 
võimalik hinnata tuletise abil
(Tb X)' = lim 1 (TbX - X), x=0 x-o x T
t| /V
mis annabki tulemuseks vektorvalja [XY] vektori. Toepoolest, 
diferentseerides komponente (b^ r**)ob-1, kus b asemel mõistame 
b , parameetri T jargi kohal т = 0, arvestades seejuures, et 
(b^)^_0= У1 • (Ф0^ 1 ^ -o= _Y(P ^j^ muutub uhikmaatriksiks,
saame lopptulemuseks Xy1- YX1, s.o. vektorval ja [XY] kompo­
nendid.
Ka siin on võimalik rakendada tuletisi Maclaureni rea
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moodustamiseks. Tähistame X = TD X ja märgime tuletise 
(ТЬхХ ) ; =0 lihtsalt primiga X'; järgmised tuletised tahistame 
X'= (Tb^ X' )'%_q jne. Seega voib kone alla tulla avaldis
2
X = X + Х Ч  + X* 5- +..., x 2
mis kirjeldab vektorvalja X muutumist voo b mojul. Kinnitame<• и и гöeldut järgmiste naidetega.
4.6.1. Olgu xy-tasandil antud vektorvali X(-y,X); vastav 
voog on tasandi poore umber O-punkti. Vaatame, kuidas seda
/V I«voogu mõjutab vektorvali Y(1,0).
Arvutame sulud
[XY] (0,-1 ),[[XY]Y] = 0,...
ja koostame rea:
X = X + X'T . x* ff IIKomponendid (-y,X-T) naitavad, et vektorvaljale X vastab
II H II ^samuti tasandi poore, kuid umber punkti (0,T). Parameetri T
IImuutudes kandub voog (keeris, vesipüks, tromb) muutumatult 
vasakult paremale, vt. joonis.
II »I II II4.6.2. Mõjutagu nuud vektorvali Y(-y,X) vektorvalja 
X(1,0). Seekord X' (0,1), X'(-1t0) ja X'+ X = 0. Saame dife­
rents iaal võrrandi, mille lahendiks on
X = XcosT + X'sinT. x
IIKomponendid (c o s t, sinT) naitavad, et paralleelnihete suund
I I  II IIXt poorab ennast vastupaeva.
Võrreldes voogu a . tuule-
»I t
ga, naeme, et hetkel T=0 puhub
If II rv
tuul laanest, hetkel u= p lõu­
nast.
4.6.3. Vektorvaljade X(X-a,y) ja Y (X,y) korral [XY](-a,0), 
[lXY]Y](-a,0),...t st. X'= X'= ...= X(k\  V k. Parameetri T 
muutudes -00-st +oo-see eemaldub vektorvali X^(x-aex,y) ekspo- 
nentsiaalselt valjast X lõpmatusse.
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4.6.4. Maatriksite
'0 0 O' '0 0 -1' Г 0 1A = 0 0 -1 ja В = 0 0 0 kommutaator on [AE] = Г 1 00 1 0. .1 0 0. 1 о 0
Seega vektorvaljade X = j-zj ja Y = | oj korral [XY] = | £j.
И И . . . .Kaks pooret xyz-ruumis, uks umber X-telje, teme umberи и ii иy-telje, tekitavad kolmanda poorde umber Z-telje. Naeme ana­
loogiat guroskoobi efektiga ja Coriolisi kiirendusega.
§ 5. Diferentslaalvormld
5.1. Diferenteiaalvorm on kovektorvali ruumis iR*1, st.Mkui vektorvalja moista vastavusena
X: u  € IR11 Xu  € OMR11,
siis diferentsiaalvormi tuleb moista vastavusena
ф: U € [R11 I—  ф € T* R“,T Tu u
kus T* IR11 on vektorruumi T IR11 kaasruum. Seejuures vormi фи» u и u imväärtuseks valjal X nimetame funktsiooni ф(Х), mille vaartus
punktis u on Фи (хи )»
(ф(Х))(u) = Фи (хи ).
ИDiferentsiaalvormi lihtsaim naide on diferentseeriva 
funktsiooni ф: (R11 —> IR diferentsiaal dф, mis defineeritakse 
valemiga
<Sp(X) = Хф,
Ifkus X on suvaline vektorvali.I HJuhime kohe tahelepanu sellele, et uldjuhul ei ole
Gaspard Gustav Coriolls, prantsuse fuusik Ja matemaatik,
1792 - 1843.
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diferentsiaalvorm funktsiooni diferentsiaal, st. üldiselt ei 
eksisteeri funktsiooni, mille diferentsiaaliks oleks antud 
vorm. Kui aga selline funktsioon eksisteerib, siis nimeta­
takse vormi tapeeke.
Diferentsiaal vorm ф maarab igas ruumis T IR11 annul laa tori,/v/v U 11
mis on selle ruumi (n-1 )-mootmeline alamruum. Tapse vormi 
puhul ф = cfcp on need annullaatorid nivoopindade ф = conet 
puutujatasandid.
Me teame juba, et osatuletiste operaatorid d. moodusta-«t1vad igas ruumis T IR^  baasi ning suvaline vektorvali on aval-U ■» IMIdatav kujul X = d.xr. Nuud aga moodustavad koordinaat funkt- 
sioonide diferentsiaalid duM (tapsem oleks kirjutada d u )у.igas ruumis duaalse kobaasi ja suvaline diferentsiaal-
vorrn on avaldatav kujul ф = ф .du1. Ilmeelt du1(d.) = d u1= õ*■4 * J J Jja ф(Х) = <р±ЗГ.
5.1.1. xj/2-ruumis on diferentsiaal vorm ycLr ± xdu + dz
II Иplussmargi korral tapne, sest ta on funktsiooni xy + Z dife-
t» I Irentsiaal, miinusmärgi korral aga ei ole tapne.
I I5.1.2. Järeldus Greeni valemist: diferentsiaalvorm
I IPdr + Qdy on .zy-tasandil lokaalselt tapne parajasti siis,
kui öq _ ÖPdoc Qy
5.2.Eelpool nagime, et kujutuse /: [R11-* IR"1 diferentsiaal 
Tf viib vektorid ruumist [R11 ruumi IR®. Ettevaatust: Т/ viib
I I  I I  I I  i ivektorid vektoreiks, mitte vektorvaljad vektorvaljadeks. Nuud 
lisame, et kaaskujutus T / toob diferentsiaalvormid ruumist 
К”” vastupidises suunas ruumi [R11
ф h- ф = фот/.
I I  I I  I I  I ISeejuures jaab tapne vorm täpseks
сЗфоТ/ = сЦфо f)t
mis järeldub valemist У^ф = Хи (ф°/), vt. 4.4, lk. 34. Nii 
diferentsiaal Т/ kui tema kaaskujutus T*/ on määratud Jacobi 
maatriksiga. Valemid
George Green, Inglise matemaatik, 1793 - 1841.
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ya= fl Xs- ja Ф±= фа/£
on duaalses vastavuses, esimene neist seob vektorite X ja Y
V I V
komponendid, vt.4.4, teine aga kovektorite ja фи= ®V°T/
komponendid.
I I  HJuhime tahelepanu märkusele 3.1, lk. 15, mis oli tehtud 
ebakorrektse väljendi ya- /“ (r1 )-kohta, praegustes tähistus­
tes va= Yeelgi ebakorrektsemalt kirjutatakse dua=/^ <3uf 
Ainuõige on siin kirjutada mitte dvat vaid <Зиа»Т/ voiа 1d(y of). Kui meie edaspidi traditsiooni järgides ikkagi kir-
IIju tame valesti, siis me ei tohi unustada öeldut.
5.3. Diferentsiaalvorme on võimalik omavahel liita ф + ф
ja korrutada funktsioonidega фф. On olemas diferentsiaai-
vormide vaiiekormtie ф л ф, s.o. bilineaame kujutus, mille
tlargumentideks on vektorvaljad X, Y:
Ф(Х) ф(Х) jл ф (X,Y) = ф(У) ф(у)
Naeme kohe, et ф л ф = -ф л ф ja ф л ф = О. Valiskorrutisi 
voib samuti omavahel liita ja korrutada funktsioonidega.
IfValiskorrutiste lineaarkombinatsiooni nimetame 2-vomihe.л/ H
On mõeldav defineerida p diferentsiaalvormi valiskor- 
rutis p-lineaarse kujutusena
ф,(К,)...ф1(X )
ф'л ...л фР (xit...x ) =
ja moodustada vastavalt ka p-vormtd. Siit saab alguse valle-
vormid<£‘ teooria,
I IPeatume lahemalt 2-vormidel. Kui vormid on antud valemi­
tega ф = Ф.С& 1 ja ф = ф.Зи*, siis nende väliskorrutis on
I I  1esitatav järgmiselt:
ф A ф = Ф(1ф;)](3111 л du^,
kus Ф ^ Ф -j]- Toepoolest, votame argumentideks
X - d ±X*, Y = ja arvestame, et du1/x du**(X,Y)=- X^y^-X^y1.
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b
Toestuse voib lopuni viia lugeja.(IÜldine 2-vorm on esitatav kujul
9 = e1 Jciu1^  & Л
kus kordajad 0 ^  on koordinaatide tl3" suvalised funktsioonid 
‘iJa kaldsummeetrilised indeksite l ja J suhtes, st. 0iJ 0ji*
Mõtlemiseks: näidata, et xy-tasandil on dtp л (Зф vaartus 
operaatoritel ja jakobiaan
1ФФ1 = % <P2 Ф1 Ф2
5.4. Duaalses vastavuses vektorvaljade suluoperatsiooni-
ttga (X»Y) »-► [XY] on diferentsiaalvormide vaii edi fer&nt eeerl-
wine D: ф и  1)ф. Operaator D seab igale 1-vormile ф vasta-
•tvusse 2-vormi Оф ja rahuldab järgmist kolme tingimust:
1. 0(ф + ф) = ГХ{м- Оф,
2. 0(фф) = (Зф л ф + фОф,
3. D(CfCp) = О,
kus ф, ф on suvalised 1-vormid ja ф - suvaline diferentsee­
riv funktsioon.
Järelikult, kui vorm on antud kujul ф = ф ±du t siis
Оф = а [1ф^]А41 л du*.
Toepoolest, kuna (Зф±= d jp^du^, saame Г)ф=<Зф1Лзи1= õ ^<p 1du^Adu1= 
= и±л duJ+ õj<p±cluiA du1) = õj(p1)dulA duj=
= 9(1ф du'3.
2-vorm Оф ОП vormi Ф valladlferenteiaal.
It M MKolmas tingimus utleb, et tapse vormi valisdiferentsiaal
/V t l  II <vvõrdub nulliga. Vaikese tapsustusega on oige ka vastupidine
Itlause: kui 1>ф = 0, siis on vorm ф lokaaleelt tapne. 
t lNAIDE. xyjz-ruumis on 1-vorm antud kujul 
ф = Pdr + Qdy + Rdz,
~  I Ikus P,Q ja R sõltuvad koordinaatidest X, у ja z. Tema valis- 
diferentsiaal on
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“ (Э§ -  % )ax A ^  + <5g -  Ш )(%  A dz + <sl -  5 5 )<te л  ^  •
Tuntud Stokesi valem (ja ka Greeni valem tasandil) on aval­
datav kujul
X ф = / Бф. au и
кив U on kompaktne piirkond ja ÖU on pind e. raja, mis piir-
•I I«konda U ümbritseb. Teatavasti järeldub Bellest valemist, et
IIГ)ф = 0 korral on vorm ф tapne, vt. ka 5 .1 .2 , lk. 40.
fl MMARKUS. Valisdiferentsiaal on defineeritav ka valemiga 
Цф(Х,У) = Х(ф(У)) - У(ф(Х)) - ф([ХУ]),
IIkus X ja У on suvalised vektorvaljad.
Toepoolest, olgu X = Ö±X1, У = ö^y1, ф = ф±(3и1, siis 
Х(ф(У)) - У(ф(Х)) - ф( [ХУ]) = Х(ф1у1) - У ^ Х 1)- ф1 (Х^ '1 -УХ1)= 
= Х ф ^ 1- Уф1Х1= <3ф± л ÖU^X.Y).
II ™5.5. Tuletame meelde, kuidas vektorvali У mõjutab vek-
IItorvalja X, vt. 4.6, lk. 37. Voog Ь = expТУ tekitab vektor­it  ^valja X = Tb X, mis parameetri T muutudes kirjeldab vektor­il x x  
valja X deformeerimist.
Voog t>x kutsub esile ka diferentsiaalvormi ф deformeeri-
mise ja seda kirjeldab diferentsiaalvorm
Фх= ф°ТЬ .
Siin on samuti loomulik kõnelda tuletisest ф'= lim -(ф - ф),
х-0 х х
aga ка kõrgematest tuletistest ja vastavast reast
D0 = CiPA (±r + d Q A C^ / + CŽRA (lZ =
Lahtudee ilmsest vordusest
(фоТ0х)(ТЬ_хХ) = (ф(Х))*Ьх
n i <v И
ja diferentseerides selle vorduse mõlemaid pooli т jargi 
George Gabriel Stokes, inglise matemaatik, 1819 — 1903.
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6*
kohal % = 0, saame
ф' (X) - ф(Х') = У(ф(Х)) ja ф' (X) = ¥(ф(Х)) + ф(Х )-
Kui minna ule esitusele X = Y - д4у1, ф ~
leiame ф' (X) = У(ф3г1) + ф1 <ХуА— Yr1)= (Y(p1ciui+ <p±dS/i) (Х>-
Tulemuseks on valem, mille järgi voime arvutada ф' :
ф'= Уф1С&11+ ф^Зу1.
I в ^NAIDE. ху-tasandil on diferentsiaal vorm Ф = У&Е - X3JJ 
vektorval ja Y{-y,X) suhted invariantne: ф'= 0, ф = ф; vektor-
I I  Л» p  X
vaija Y{Xfy) suhtes aga ф^= ф e' f sesx ф'- 2ф.
.V .V It
Meil oli room tutvuda vektorvaljg. ja diferentsiaalvormi 
Lie tulatiatega.
§ ž. Jaotus ruumis 1R^
6.1. Vaatlememe ruumi IR”. Olgu igas vektorruuwis T^ .R*1 
fikseeritud mingi p-raoctmeline alamruum A (tasand), ütleme, 
et Pn-s on autud Jaatus A.
r>. l i t  rj
Jaotuse A võivad maarata p lineaarselt sõltumatut vektor­
val ja X1 ....X , mis igas punktis u с IR“ moo dust avad tasandi
A,, baasx, voi ka n-p lineaarselt sõltumatut diferenisiaal- 
vorrci шр И ,...,с/1, rnille annullaatoreiks igas punktis u с Rr* 
on tasandid A^ .
Nimetame immersiooni ф; V —» R15 jaotuse A lahendike, kui 
1тТф = A, st. kui koik. pinna ф(7) puutujatasandid kuuluvad 
jaotuse ü tasanditele, Submersiooni <]): iR11-*. w nimetame jao­
tuse A eetim#S0ke Integraaliks, kui КегТф э Д, st. kui kujutus 
Тф annulleerib koik A tasandid e. koik A tasandid kuuluvad 
vastavate kihtide puu+ujatasanditele.
Sophus Marius Lie, norra matemaatik, 1342 - 1Я99.
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<p(V
Joonisel or* ^asakul Kuju­
tatud 2-mõõtmeline jaotus ja 
tema l-mcotneline labend (ir<t^- 
raaijocn), paremal on kujutatud 
1 -moo Irre lina jaotus, mi? on 
puuiu^jcs funktaiconi ф nivoo- 
pindadele, kusjuures ф on esl- 
mp.ie l-ategraal.
Kui ekaxsteeri’o submersioor ф: ‘jt11-*- W, mille kerra1
^гТф = A 2J.1 S гirnetatakse jaotust Д Integreeriwakc. . Fel tt tl ^ juhal on ф maara tu <5 ft-p sõltumatu. funktsiooniga 0 , rrdl.Le
.ii feren ^ siar.lid Л;'0'" moodustavad vorfftideg*?. Wa, а = p+1 , *.. ,71, 
sam?vasrbs kobaasi. Soe aga tahendab, «t eksisteerib regu­
lar rne (n-p)* (я-р)-maatriks a =(л£), ir.is seob moiemad ко- 
baasiil слг-ч\*a;iel valemiga
ft|)a- A°V\
MaaicLKsit A voib ni_metada intrgz-eft-ruvusmaat^ lke ike ilmse
rv II
analoogi? tottu integreeruvusteguriga uhe diferentsiaaIv^rral 
puhul. Kux senat C&|>= A.co väliselt diferentseerida D(d|>)=D(Aiü).
siis TiZtw-, et (lk A u) + Aüo; = 0 ja
DU = - А~1<£\ л Ш.
IISiit j are idu!/
LAU5S. Iga Kahe integreeruvale jaot.usexe Д kuuluva 
vektorvalja X ja i sulud [XY] kuuluvad samuti jaotusele Д. 
st.
W(X) = 0)(Y> = 0 Ü (f XY]) = 0.
Toepoolest, antud eeldusel IXüfX.Y) - -U)(iXYj), kuid 
Du: (X.Y) = -A_1c2a л U (X,Y) = 0, vt. 5-3, 5.4.
Lausaga «n sõnastatud jaotuse i integreeruvuse tarvilik 
ja piisav tirgimus (piisavust meie ei toesta).
I» ' ' " vNAI DE. 2y~-r*uumie on 1 -mõõtmeline jaotus Д antud voitoI
dega
(o)2= (x-y)dx - (2x -i )dz (ü3= (x-y)dy + (2y-i )ctz
ja ka vektorval jaga X = (2X-1) ~  - (2y-1) + Oz-y) • '
1-mõõtmeline jaotus on alati integreeruv. Lahendeiks on vek-
и Л (y x\
torvalja X trajektoorid. Integreeruvusmaatriks A = ij
teisendab vormid Oü taisdiferentsiaalideks
“-аП-( 5 ]-[?Ь
p о H
kus ф = xy-Z, ф=Х +y-2z* Submersiooni ф kihtideks on hüper­
boolide harud.
II
Me tungisime valdkonda, mis parit veel ammustest Pfaffi 
aegadest.
tt tt
6.2. Pfaffi probleem seisneb üldjoontes järgmises.
Ruumis IR1^  K“1 esimesed muutujad U1, t=1 on sõltumatud,
И a  А»
järgmised muutujad U , a=n+1.... n+m, sõltuvad. Viimaste osa-
•t *v
tuletised esimeste jargi on antud võrranditega
= r?(uJ,up), (1 )
õu1 1
kus parempoolsed funktsioonid Г^, nagu näidatud, sõltuvad 
kõikidest muutujatest. Uurimisteemaks on muutujate U 1 ja ua
^  И tt
vahelise sõltuvuse omapara ja süsteemi (1 ) integreeruvustin-
~ и к
gimuste korval ka süsteemiga (1 ) seotud upris sisuka struk­
tuuri geomeetriline tõlgendus.
I I  It
Esmalt markame, et süsteem (1 ) on ekvivalentne Pfaffi
"  CL
süsteemiga ü =  0, kus
cja= dua- du1. (2 )
li
Vaatleme lisaks ka vektorvalju
Xl= V  *Т aa- O)
Nii vektorval jad X. kui vormid 0)a määravad ruumis (R^ R”1
fstrv 1  tt
n-mootmelise jaotuse A, valjad moodustavad baasi, vormid 
kobaasi.
Johann Friedrich Pfaff. saksa matemaatik. 1765 - 1825.
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' V j 1 ■ ' V ?  -  */?>«« (4)
kuuluvad jaotusele A parajasti siis, kui
X 4 ^ r  <5 >
Sel tingimusel on jaotus A integreeruv.
i »I
Piki joont и (t) on süsteem (1) alati integreeruv, ka 
siis, kui tingimus (5) ei kehti, sest probleem taandub hari-
*v II
like diferentsiaalvõrrandite süsteemiks
(u3(t),ua ) . (6)
Selle lahendid ua (t,up ) maara- 
ravad ruumis К”х О?”1 jaotuse А 
integraaljoone
(u^t). ua (t,u£)),
kus u on suvaline punkt B^-s.о
Seda joont nimetatakse joone 
U^t) liftike.
Kahe vektorvalja X± ja X^ sulud
6.3. Kasutame juhust heita pilk kaasaegsesse seostuste
teoorlaeee. Ruumi IR1^  (R® nimetatakse klhtruumlke, ruumi R11 
selle baaelke. Projektsiooni
iu: (R"x 05“ —
II II _ -f
poordseos 1C seob iga baasi punktiga U € 0r vastava kihi
-1 rr<m 11H% (u) = Dc . Jaotus A maarab kihtruumis seostuse, mis seisneb
II
kihtide ülekandmises e. trane lata looni в piki teid, (inglis­
keelsed vasted: connection In the bundle, translation of 
fibres). Nimelt, kui baasil on antud mingi joon e. tee, mis 
viib punktist A punkti B, siis piki selle tee lifta voib kihi 
1C-1 (A) kujutada kihti 1C-1 (B).
II
Oluline on seejuures markida, et translatsioon
_ I _ 1 ~ ”1C (A) —*■ 1C (B) soltub teest, mis ühendab punkte A ja В 




* v . __;
holonoomia 
tsükkel
Kui tee aljtus- ja lopp- 
il 11 •* 
pur Jet ubtivad, А = В, siis т*^ а"
giine kihi translatsioonist ule
tsukli ja г ema lrujutamipc-st
iseendasse % (ß ) —► Я (A), e .
holonoomiaat
Kui nn. seostuse fcoweriie- 
o t j ? A t  2X,ir“] ranuldab tingimust (*5), siis kihtide translat­
sioon teest ei soltu, st. holonoomia on triviaalne (lokaalne 
ieoreera). Kull aga voifc esineda globaalseid olukordi, kus 
tingimusel (5 ) holonoomia pole triviaalne.
Nii, nt., Mobiuse lebe moodus­
taja voi toori meridiaani 
transleerimisel ei pruugi tule­
mus olla samasusteiöendus, 
vaata joonis.
NAiDE. xyz-ruuinis (baasiks zy-tasand, kihtideks 2-telje- 
;t tt
ga ^arail=eisod sirged ) maaravad vorm 
õ) - õz - ?cLc - Qdy
♦«
ja kaks vektorvalja
X =^ dx + P dž
y  - 9  . n  <9
2~ m  + w õ ž
2-mootmelibe jaotuse A. Koverusobjektil on ainus komponent 
X 1У - Х2Г. Kui suurused Р ja Q ei sol.tu Z-st, siis
X.Q - X?P - - ~  . Susteem (1) taandub uhele võrrandile
dz = P dz +■ Qdy .
Te*3 (,T(t), y(t)) liftid leiame võrrandist
Ž - P(2‘(t> ,y(t),Z) X(L) + üKX(t),y(t ),c) y(t). 
n.",i P ja Q ci soltu z~rA, biis arvut.ame joonintegraali
4B
ß
z = f Pdx + Qdy .
a
Naiteks, juhul P = - ^ , Q = f annab integraal ule tsukli 
tema poolt piiratud pindala
\ § Xdy - ycir.
•I
Selles väljendub hoionoomia. Nihe, mis tekib ringjoone 
(X = roost, у = rsint), О ^ t $ 21C, läbimisel, vordub ringi
r2 2tc ?
pindalaga f dt = %r .
о
6.4. Kui me tahame, et kihtide translatsioon
1C_1 (A) -> ТС-1 (В)
oleks lineaarne kujutus, siis iga tee korral peaksid olema 
(f
süsteemi (6) lahenditeks
Ua= A“ (U1 (t)) Up. (7)
Kui hetkel t - 0 oleme tee alguspunktis u1, siis a“ (U ) (I О up о
peab olema uhikmaatriks. Asendame funktsioonid (7) süsteemi
(6) ja votame t = 0, saame ö.a“ (U3) tl1 = Г? (u^.u^) ü1 ja
l p  о o o  l o o o
(u^.u^) = ö±Ap (u^) . Kuna koordinaatide (u^,u£) valik
•I
on suvaline, siis jareldame, et suurused Г“ peaksid lineaar­
selt ja homogeenselt sõltuma koordinaatidest Ua , st.
rj = iЛ  (8)
kus kordajad sõltuvad ainult koordinaatidest u1. Ilmselt
i p  ii
ka vastupidi, tingimusel (8) on süsteem (6) lineaarne:
= rjß (uJ(t)) üUt) uß.
tern uldlahend avaldub kujul ua= kus maatriksi (A^)
p о  ß '
II
veerud moodustavad lahendite fundamentaalsusteemi ja A“(0)=0f* 
~ p p 




LAUSE. Lineaarse seostuse puhul
1 ) maarab pind ua= ^ ( u 1 ) jaotuse Д lahendi parajasti siis, 
kui
ai f  (9)
2) on funktsioon (p = <p (U1 )ua jaotuse Д esimene integraal01
parajasti siis, kui
<3.ф + фаГ*? = О. (Ю)
iTa ia
Toestus. Toepoolest, lahtudes /alemeist (2), (3) ja (8),
l i l l  Л  011 ) maaravad funktsioonid ZTiM ) süsteemi и = 0 lahendi para­
jasti siis, kui dzf*- T°£ßXP(3u.1= 0 ja (д r^^x^)dui= 0 , 
siit saame tingimuse (9);
2 ) on funktsioon (p = <PaUa jaotuse Д esimene integraal para­
jasti siis, kui Х^ф = 0, st. (õ4($a+ ФрГ^а)иа= 0, siit saame 
tingimuse (10).
II
Huvitav on kirjeldada ulaltoodud aspektist muutkonna 
(antud juhul ruumi K11) puutujakihtrtuimi. olgu E11 baasiks ja
vektorruumid T 0?” kihtideks. Lineaarne seostus selles kiht-
u  i  
ruumis on nn. afiinne seostus. Koordinaatideks (^-s on ux,
koordinaatide ua osa etendavad diferentsiaalid du1, valemiks
(8) on r]f= .Ctu^ . Funktsioone ^ ( U 1 ) tuleb moista vektor-
И * d 
valja komponentidena ja funktsiooni ф u diferentsiaalvor-
~ <v II Ot
mina. Tõestatud lause sonastub jargniselt:
1 ) ' 
kui
vektorvali X(X ) on jaotuse A lahendiks parajasti siis,
djX1 - 0; (1 1 )
2) diferentsiaal vorm ф = ф±йа1 on jaotuse A esimene integ­
raal parajasti siis, kui
aj V  °- <12)
II
Tingimustel (11) ja (12) nimetatakse vektorvalja X ja vormi ф 
abeoZ u u t e e i t  paralleelseteks antud seostuses. Avaldistes 




6.5. Kui ruumis ÖC on antud n vektorvalja R1 Ja n dife­
rentsiaal vormi 0**, mis igas punktis U € R” moodustavad duaal­
se paari baas + kobaas, 01 (R.)=õ^, vt. 2 .4, lk. 1 1 , siis ek-
J J  »I
sisteerib objekt c±j> m -^s on seotud sulgudega ja valis- 
di f eren t s iaalidega:
' W  * Del' - 2 с5ке3 л ek - <13>
*V H
Toepoolest, [R.R.] kui vektorvali on esitatav baasis R  nii,
« 1 J ^
nagu naitab esimene valem, st. objekt c. . eksisteerib. Paneme
" к к 
tahele, et ci;j= “ Kuna
D9k (Ri,R;J)= -0k ([R1 ,R;J]) = - c\y  ja
-  2  c p q  s p  л  9 ' 1 ( R 1 . B J ) =
- \ Ckq (0p (R1 )0q (RJ)- 0Р^ ) 0 Ч№±)) = - C\y
M
siis siit järeldub ka teine valem.
Seega on sisse toodud mitteholonoomeuee objekt. Kui 
Ck = 0, siis nimetatakse baasi (R,0) holonoomeebe. Nt. natu-1 J  M
raalne baas (ö,du), vt. 5.1 , lk. 40, on holonoornne. Üldiselt
on baas (R,0) mltteholonoomne.
" "" к 
Märkimist vaarib ka juhtum, kus suurused C±^ on kons­
tantsed. Selline olukord esineb Lie ruhma.l, kus neid suurusi 
nimetatakse struktuurikonstantideks, valemeid (13 ) aga struk­
tuuri võrrande iks .
Peatume veel Lie diferentseerimisel vektorvalja X = R X 1
i 1 и 
suhtes. Olgu Y = R±y ja ф = ф±0 vastavalt vektorvali ja
diferentsiaalvorm. Lie tuletised defineerime siin voo a =exptX
♦I b
suhtes järgmiselt:
Y'= -(TatY);=0, ф'(ф»тat);=0, У'= xy, ф'= Хф
(märkus: ф' langeb kokku sellega, mis oli 5.5-s, lk. 43; Y'
I»
erineb sellest, mis oli 4.6-s, lk. 37, margi poolest, y' jaryj H
ф' mõistame nagu harilikke tuletisi vektorvalja X suhtes, 
vt. 4.2,lk. 29, 4.5, lk. 35). Siis
Y'= R(y - С у), ф'= (ф'+ фС)9, (14)
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kus maatriks С on maaratud valemiga
Erijuhul
R'= -RC, 6'= C0. (16)
Tõestame need valemid teises jarjekorras. Kuna 
tXY] = [ R ^ . R ^ ]  = R ^ X y 3) - R1 (YX1 ) + [ R ^ ] * 3. siis saa­
me arvutusvalemi
[XY] = R ^ X y 1- УхЧ (17)
ja
[XY] = R1 (Xy1- C*y3),
«I
millest järeldub esimene valem (14), kus maatriks С on antud 
kujul (15). Esimesest valemist (14) saame esimese valemi 
(16), kui Y asendada P^-ga, sellest saame teise valemi (16), 
sest 6(R)= E =* 0' (R) + Ö(R' ) = 0' (R) - С = 0; lopuks saame 
teise valemi (14): 0'= ф'0 + ф0'= (ф'+ фС)0. Paneme tahele, 
et kasutasime diferentseerimisreeglit (фф)' = ф'ф + фф', mis 
tuleneb definitsioonist
(фф)'= ((ф»а1.) (<t>°Tat) )^ ._0 ,
vt.5.5. lk. 43.
Holonoomses baasis lihtsustub maatriks (15): C*= д .X1,
• » J J
ja valemid (14) ühtivad eespool tuletatud arvutusvalemitega, 
vt. 4.5, 5.5.
Mõtlemiseks. Poordume tagasi ruumi R11* CR“, leus oli antud 
naturaalne baas, vt. 6.2, lk. 46,
(d.,d ; du1 ,du°-).l a
II
Kui asendada operaatorid d± vektorval j adega X^  ^ ja diferent­




mida nimstame оЛа.ргеег1 tuke. Tuletada adapteeritud baasi
cr  a/ + (15)
5?
mitteholonoomsuse objekt ja kirjutada valja valemid (16) 










lp . 2X i ^ 7 T  :v ?  .
»1 II
Kuidas naevad valja plokid 2Х,.Г7, ja dDTr lineaareeostuse
о LI 1 J p 1
ri u puhul?
*>* tt
Valemitest (14) voib naha seost Lie tuletiste ja kovari- 
antsete tuletiste vahel, vt. (9), (10). Lie diferentseerimine
И /V
on ilmselt üldisem moiste, kuna kovariantne diferentseerimine
tf •• 11
taandub temale erisituatsioonis. Puudke seda tapsustada! Mis
I
on kovariantne tuletis, kui lahtuda Lie diferentseerimisest? 
Niisiis oleme tutvunud mitme mõistega, mille baasil
( V | ,  ~
voime edasi süveneda diferentsiaalgeomeetria probleemidesse.
Muidugi ei ole me kõnelenud kategooriatest ja
tl
funktoritest, mis hulgateooria uldistusena on viimasel ajal 
hõlvanud enamuse rnatmaatikaharusid. Seetõttu pole võimalik
I
naidata ei tensorite ega Lie tuletiste funktoriaalseid11 »I 11 II 11
lähteid. On mainitud Lie ruhmi, kuid pole raagitud rühmade 
esitustest ja nende arvukatest rakendustest, mis ulatuvad nii 
kristallograafiasse kui kvantmehaanikasse. Palju põnevat ja11 M 11
haaravat jaab paratamatult kaadrist valja. Siiski loodame, et
<v M
pogus tutvus jargneva materjaliga on teadmishimulisele 
lugejale tõukeks iseseisvateks sammudeks.
3. peatükk. MAHKIJAD
Oleme jõudnud maja lavele, mida nimetatakse diferentsiaal-
«» M
geomeetriaks, ja nuud voime heita pilgu ka selle maja sisse. 
Esimeseks teemaks valime "Mahkijad" ja peatselt saame naha,
»I H ~
et meie lähenemisviis osutub kullaltki põhjendatuks ja teatud 
mottes ka elegantseks.
§ 7. Mahisjooned ja -pinnad
7.1. Olgu xy-tasandil antud
It л»
uldvorrand
F(X,y,t) = 0, 
mis soltub parameetrist t. Iga
II II
fikseeritud t korral maarab see 
võrrand konkreetse joone; t muutmisel aga saame Joonte parve.
tt II  .
Viime labi järgmise arutluse:
(1 ) F(£,y,t)=0 = 
=» (4) ф(Х,у)=0.
(2 ) F ( X , y , f  )=0 
F(X,y,t+At)=0
-3) Г F ( X ,y , t ) = 0  
1 F ; ( x , y , t ) = o
Fikseerime parameetri kaks
II  H
vaartust t ja t+At ning vaat­
leme vastavaid jooni. Nende 
joonte lõikepunkt (e. loike-
II и t
punktid) on maaratud süsteemiga
(2). Kui funktsioon P on t suh-
tee pidev, siis vaikese kasvu At korral on need jooned 
tt tl »»
üksteisele kullalt lahedased ja piirprotsessis, kui At — * 0
I« ro 9
teine joon ilmselt laheneb esimesele, samal ajal lõikepunktid 
võtavad teatud piirasendid esimesel joonel. Neid piirasendeid 
nimetatakse joone (1 ) karakteristlikeks punktideks. Ilmselt
/V II ~  rv
voib süsteemi (2 ) teise võrrandi asendada võrrandiga 
—~[F(X,y,t+At) — F(x,y,t)] — 0, st. lahutada teisest уоггяп-
Ь4
dist esimene ja .jagada saadud vahe At-ga. Kui funktsioon F
tl H  M  tl
on t suhtes diferentseeriv, siis uus süsteem jaab süstee­
miga (2) ekvivalentseks ka piirprotsessis At — 1• 0. Tulemuseks
tl II  tl
on süsteem (3 ), mis maarab joone (1 ) karakteristlikud punk­
tid. Kui õnnestub siit avaldada X ja у parameetri t suhtes: 
X=X{t), y=y{t), siis saame karakteristlike punktide hulga 
e. sellise joone parameetrilised võrrandid, mida nimetatakse 
parve mahisjooneks. Kui aga õnnestub elimineerida kas para-
rw rv  t,
meetrilistest vorrandeist voi vahetult süsteemist (3 ) para-
It II ~
meeter t, siis saame mahisjoone uldvorrandi kujul (4).
tl
Üleminekut (3) — * (4) on ka­
sulik moista ka xyt-ruumis. Li­
same Jl/-tasandile t-telje. Siis
tl II ™
maarab võrrand (1 ) xyt-ruumis 
pinna. Kuna tuletis F^ on saa­
dud funktsiooni F diferentsee­
rimisel operaatori ~  abil, 
lill tl W
siis maarab süsteem (3 ) sellel
tt
pinnal punktid, kus vektorvalja
1 -^ trajektoorid, milleks on
t-teljega paralleelsed sirged, puudutavad pinda (1). Need
sirged moodustavad silindri, mille võrrandiks on (4). Kui
kõnelda pinna (1 ) projekteerimisest piki ™  trajektoore, siis
parve joonteks on selle pinna loikejoonte projektsioonid ta-
tt
sanditega t=t (=oonst), ja mahisjooneks (4) ruumilise joone
(3) projektsioon xy-tasandile. Voib kõnelda ka pinna (1) val­
gustamisest t-teljega paralleelsete kiirtega; siis heidab
II
pind xy-tasandile varju, mille piiriks on mahisjoon (4). 
NÄITED.
7.1.1. Võrrand (x - t)2+ уг= 1 maarab zy-tasandil ühik-
ringjoone, mille keskpunkt (t,0) 
liigub piki x-teIge. Tekib ring­
joonte parv. Diferentseerimine
II
parameetri t jargi annab teise
~  II *v
võrrandi. Mahisjoone võrrand (4)
II tl tl о
naeb valja järgmiselt: у - 1 ,
st. ta koosneb kahest sirgest 
У = ± 1 .
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7.1.2. Vorrand (X - t2 )2+ уг- 1 maarab .ry-tasandil sa­
muti uhikring joone, mille kesk­
punkt (I2 ,0) liigub piki X-tel- 
ge, kuid olukord on siin teist­
sugune. Diferentseerimine t
It 'V о
jargi annab võrrandi t(X-õ )=0. 
и
v Mahisjoon koosneb kahest pool-
sirgest X - t2 ^ О, у = ±1 ja
О
ringjoonest ЛГ+ t/ = 1 .
Erinevus seisneb selles, et
H  II
kui eelmises naites nägime 
xyz-ruumis torutaolist pinda, mille teljeks on xt-tasandil
tl II II
sirge X = t, siis nuud naeme torutaolist pinda, mille tel-
p
jeks on Xt-tasandil parabool X - t . Pole vaja selgitada, et 
mõlemal juhul pinna horisontaalloiked tasanditega t - to pro- 
jekteeruvad xy-tasandile parve joonteks; esimesel juhul maa- 
ravad pinna vertikaalsed puutujad xy-tasandil kaks paralleel­
set sirget 'V////// , teisel juhul aga kaks poolsirget koos 
ringjoonega V////Q .
7.1.3. Võrrand 2X - 3ty + t3= 0 maarab .zy-tasandil
II
sirgete parve. Mahisjooneks on 
poolkuupparabool. Tema para­
meetril ised võrrandid on
f x = t3 
1  у = t2
ja uldvorrand on x2- y3= 0.
хуг-ruumis naeme joonpinda,
/ mis koosneb xy-tasandiga paral-
у/ leelsetest sirgetest. Projektee-
-   > у rimisel xy-tasandile tekib pin-
,r na-*- v°ldijoon A 1 ja sellel kort-
* \ supunkt A2 , vt. 3.6, lk. 2 1;
A, projekteerub poelkuuppara- 
booli harudeks, A£ teravikupunktiks. Paneme tähele, et punk­
tis A„ puudutab t-telg nii pinda kui ka voldijoont АС 1
м I»
7.1.4. Üldistame eelmist naidet. Olgu sirgete parv
II  II
Xy-tasandil maaratud võrrandiga
kx + By + С = О,
kus А,В,С sõltuvad parameetrist 
t. Eeldame ka diferentseeruvust
tl II  tl II
t suhtes. Süsteem (3) naeb valja järgmiselt:
ГАГ+Ву+С = 0 
I A'X + B'y + C'= О
ning tema lahendi voib esitada kujul
1 a С 1 1 c A I 1 А В I
1 B' С' 1 • 1 С' В' 1 * 1 А' В' j
Siit saame mahisjoone parameetrilised võrrandid.
II
Kontrollige: mahisjoone puutujaks iga t korral on sirge
AT + By + С = О.
7.1.5. Olgu joon tasandil antud vektorfunktsiooniga 7 (t).
II II
Eeldame, et iga t vaartuse puhul eksisteerivad tuletised
II  II
7 (t) ja 7 (t). Tahistame sümbo­
litega 1 ja v joone puutuja ja
II
normaali uhikvektorid. Olgu r 
tasandi suvalise punkti koha- 
vektor. Siis (Г~7,7)=0 on nor­
maali vektorvorrand, kusjuures
I» II
umarsulud tahis tavad sklaarkor-
II
rutist ja tuletist t jargi on
II  II
tahistatud tapiga . Sel juhul
II
leidub kordaja R nii, et Г - 7 = RV. Normaalide mahisjoont 
nimetatakse joone evoluudtka. Evoluudi leidmiseks moodustame
II
süsteemi
(r-7,7 ) = 0 
(r-7,7 ) = T2 ,
kus teine võrrand on saadud esimesest diferentseerimise teel.




fikseerub karakteristlik punkt, mida nimetatakse kõverua- 
keekpunktlke. Suurust R nimetatakse kõveruemadiueeke, tema
•• •• M M -
poordvaartust К = ^ aga kõver^eeke punktis 7 (t). Need nimetu-#v К
sed on õigustatud seoses nn. kõvemeringjoonega.
Nimelt, votame antud joonel 
„ kolm lahedast punkti А, В ja С
С м ti
vastavalt parameetri väärtuste­
ga ja t_. Ringjoone kesk-
A  D  ^  It
punktiks, mis labib punkte А, В 
ja C,on ilmselt koolude AB ja 
BC keskristsirgete lõikepunkt,
tl M II
mis on maaratud süsteemiga
T*+ TiВ
v 4
• 7B~ 7») - 0
2 ’   ^ 0 *
kus 7a# 7g, 7C on punktide А, В, С kohavektorid. Kui siin 
esimene võrrand jagada vahega £_- t. ja minna piirile prot-
I ,  D  А
sessis В — ► A, kus punkt В laheneb punktile A, ning teine
rw
võrrand jagada vahega tn- t„ ja minna piirile protsessis
M ^ a M
С — * В, kus punkt С laheneb punktile B, saame süsteemi
(r_v V  = 0
(r-7B .7B ) = 0.
Ilmselt kehtib vordus
(r-7B .TB ) - (r-7B .7A ) - (r-7A ,7A ) + (r-7B »7A ) = 0 
ja ka vordus
(Г _7 Тв~ \  ) _ Лв~ 'Ja ■ ) _
* _T7 TI ’ A "
mis on saadud eelmisest jagamisel vahega tB~t . Kui nüüd siin 
minna piirile protsessis В — ► A, saame
<Г-7Л.7Д> - 1 1 - 0 .  
st. vaadeldava ringjoone piirasendiks punktide В ja С ühtimi­
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sel punktiga A on ringjoon, mille raadiuseks on koveruskesk-
punkt. Seda ringjoont nimetatakse коverusringjooneks punktis 
A.
M II •
Poordume tagasi suuruste R ja К juurde ja tuletame nende 
arvutusvalemid koordinaatide kaudu:
T = U.y). 7 = (ž.y). T = (ä.y).
_  (~y,j)x = J g J ü _____ v = ____ (V 7 ) = ЭД ~ ,
(i^+ y2 )1/2 ’ (i2+ y2 )1 /2 ' ’ (i^+y2 )172





13? + у2 >3/2 *
Kui joon on antud võrrandiga у = y(X), mis on samavaame
x = tи ( X
süsteemiga \ у = y(t) * saame
n d +U' 2 )3/2 R -----*.----- К =
(1+y'2 )3/2
Viimasel juhul on kõverus К 
tõlgendatav ka funktsiooni f(x) 
graafikul. Vastaku argumendi
I I I I
väärtustele X ja x+äx graafiku 
punktid A ja B. Olgu koolu AB 
pikkuseks А3 ja moodustagu graa­
fiku puutujad punktides A ja В 
nurga, mille suuruseks on Aa. Siis on graafiku kõveruseks 
punktis А
AaК = lim 
Даг*о
Is *
Toepoolest, kuna puutuja tous on tana = у' , kus a on nurk, 
mille moodustab puutuja x-teljega, ja A3 = [(Аг)2+ (Ay)2 ]1/2,
siis
Aa Aa Lx _ Aa 
Is Ix Is Ix
1
Ay ч2 -11 /2 •
[u<§ )2 !
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Siit saamegi piirväärtuseks K, sest a = arctany' ja
a' = .
1+У  2
7.1.6. Poolkuupparabool X2- y3= 0 näitest 7.1.3 on para­
booli у = J?- |y evoluut.
~  И
Toestuse jatame lugejale.
7.1.7. Normaali võrrand (r-7 ,7 ) = 0 naites 7.1.5 on sa- 
mavaame võrrandiga ф = 0, kus <p = ^(r-7 )2 . Tahendab, teatud
mottes on tegemist funktsiooni <p ekstreemumulesandega. Ilm-
1 /?
selt on (2<p) punktide A ja В vaheline kaugus, mille koha- 
vektoreiks on г ja 7 , ja ekstreemumiks on kaugus, mida tuleb 
moota piki normaali.
On võimalik ka selline tõlgendus: helilaine, mis on tek­
kinud punktis A, porkab vastu joont punktis В ja tuleb punkti 
A kajana tagasi sel tingimusel, kui sirge AE on joone normaal
f »I
punktis B, voi tei'siti öeldes, kui AB on joone evoluudi 
puutuja.
II I» II rsj
Puuame vastata kusimusele: mitmekordne kaja voib kosta
II л*
paraboolilt? Parabool on uldjuhul esitatav vektorvorrandiga
7 = at2+ bt + C, kus a,b,c on fikseeritud vektorid. Punkt- 
1 2  M
sioon ф = 2 (r-7 ) on t suhtes neljanda astme polunoom ja
ф = 0 on kuupvorrand, millel voib olla kas uks voi kolm
reaalset lahendit (teisel juhul võivad kaks voi koik kolm la-
II А/ II
hendit kokku langeda!). Järelikult, kaja voib olla kas uhe-, 
kahe- voi kolmekordne.
Naitame seda parabooli 7.1.6 korral. Olgu pimktide A ja
В koordinaatideks vastavalt 
(X,Y) ja (x,y). Siis r = (X,Y), 
j 7 = (X,y), 7 = ( 1,y') ja vor-
/ rand ф = 0 avaldub kujul
'J (X - X) + y' (Y - y) = o, st.
/ normaali võrrandina. Peale vas­
tavat asendamist ja tsisenda 
mist saame Kuupvorrandj x 
suhtes:
bO
Ф - 5 1т Y*  - 5 (lf)2x -
II Л.
Kui arvutada invariandid D1, , lahtudes sellest võrrandist, 
ja varem kirjeldatud diskriminandi D, vt. 4.2.7, lk. 32, siis
«I
naeme, et
V  - 3 (if>2 x - V  - 5 f-f Y - D =
Poolkuupparabool J?- у3- 0 lahutab хту-tasandi kaheks piirkon-
I
naks, uhel neist D < 0, teisel D > 0. Kui punkt A asub esi­
meses piirkonnas, siis temast saab evoluudile tõmmata kolm
II
puutujat , mis on ühtlasi parabooli normaalideks (st. kostab 
kolmekordne kaja), kui aga punkt A asub teises piironnas, 
siis on evoluudi puutuja ja parabooli normaal ainus (ja kaja
M
on ühekordne). Juhud, mil punkt A asub poolkupparaboolil voi 
selle tipus, jatame mõtlemiseks lugejale.
IIII
Soovitame analüüsida ka keerulisemaid juhte, nt. kui
parabool asendada ellipsiga. 
Mitmekordse kaja voib tekitada 
ellips? Kuidas on see seotud
И II 14
evoluudiga? Puudke naidata, 
milline on ellipsi evoluut, 
vt. joonis.
7.1.0. Kui vektorfunktsiooni 7 (3 ) parameetriks on kaare 
pikkus 3, siis |Л7 J *» Ä.S, = 1  ja ^  = T. Nagu iga vek­
tor r avaldub ortonormeeritud baasis %tv kujul r - тi + yv, 
kus X - (Г, 1), у - (r,v), avalduvad selles baasis ka tule­
tised ^  ja ^  ^esitame maatriksvalemi):
fdr ofio 
[Яз üZsJ a (T V) X 1 0 -К К 0 J* (*)
Toepoolest esiteks, kuna
i? 2 T - v - 1 ja (t ,v ) - o, siis
rcia ,ri _№ - 'J  - !(al *v) = ü -1a 1-)« b- Ш - 0,
teiseks, valemist (r 7 ,7 ) - Y  järeldub r|i>, (^ J = 1 ,
ы
* ! = -K t.
(зз ,v] = K 3a ai ■ Kv>
ning kolmandaks, ,Tjj = ~[ ,vj = -K, st. gg
Suurus К on meile juba tuntud kõverus. Valem (*) koos
valemiga ^  = x moodustab nn. 
liikuva tel J ee t iku der ivcit в ioo­
ni valemid. sest nad kirjeldavad
II II
vektorite T ja v poolt maaratud
II
teljestiku no. infinitesimaal- 






Näiteks, votame kiire, mis
II
lahtub joone punktist kohavek-
I
toriga 7 ja on jaigalt seotud 
liikuva teljestikuga, ning
II I
küsime: kus asub selle kiire karakteristiik punkt? Et kusimu- 
sele vastata, votame konstantsete komponentidega X ja у
<3(7+Г)
set nihet
oleksvektori г = + yv ning nõuame, et vektor 
kollineaame vektoriga r. Kuna = T - Kj/т + Kxv, saame
tingimuse 1 = jp e. võrrandi 2?+ (y - |)2= (|)2 . Järe­
likult, kõikide kiirte karakteristlikud punktid asuvad ring­
joonel, mille diameetriks on koverusraadius.
7.1.9. Antud joone 7 puutujate ortogonaalseid trajektoo­
re nimetatakse selle joone
I
evolventideke. Kohe markame, et 
joon 7 on iga oma evolvendi 
evoluut.
Joone 7 O )  korral on kõik 
evolvendid antud uhe vektor- 
vorrandiga
r(s) = 7 (s) + (d - s)T(a),
II 11
kus igale d vaatusele vastab
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!§ = Зз - T + “ 3) il = (d “ a)Kvt st. joon r(s) kulgeb 
joone 7 (3 ) puutujatega risti ja on nende ortogonaalne trajek-
19 И II
toor. Veel naeme, et parameetri 3 iga kahe vaatuse s 1 ja s2 
korral
|r(s 2) - 7 (э2 )| - |r ( s 1) - 7 (3 ^ 1 = з2- з1(
л/
st. kui võrrelda kahe puutuja pikkusi nende puutepunktidest
II II H
uhe ja sama evolvendini, siis uks neist on teisest pikem tap-
II
selt nii palju, kui suur on puutepunkte ühendava kaare 
pikkus. Puutuja nagu kerib ennast niidina lahti joonest 7 
(voi vastupidi, kerib ennast selle joone peale) ja seejuures
II II
iga tema punkt jatab jaljena vastava evolvendi.
II
Olgu uks evolventidest kiirgusallikast mis tekitab ta­
sandil laine, kusjuures laine iga osake levib piki normaali 
sama kiirusega, mis naaberosakesed. Selle laine fronte voi 
faase vastavail ajahetkeil kirjeldavad teised evolvendid.
л» II II «
Koik kulgeb hasti seni, kuni kaks lahedast normaali ei loiku, 
st. seni, kui lainefront ei joua evoluudini. Põrgates vastu 
evoluuti, lainefront murdub ja tasandil tekib nn. kauetik.
Et olukorda paremini moista,
И II
puudke joonistada mitmesuguste 
joonte evolvente. Poolkuuppara- 
booli X2- ty3 = 0 puhul saate
о 11
naha, milliseid faase labib 
lainefront, kui kiirgusallikaks 
on parabool.
II II
Puudke kirjeldada lainefrondi faase, kui esialgne laine 
on ellipsikujuline ja hakkab levima sissepoole.
Kaustikute teke pole vast võimatu ka maailmaruumis,
II
nt. mingi kauge galaktika kiirguse tagajarjel. Selle prob­
leemiga on tegelenud J.Zeldovitš (NL TA liige, 1914 -1987).
uks evolvent. Toepoolest,
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7.1.10. Kas me oskame joonistada toori? Toor on võrdsete
к ii »• . . j
raadiustega staaride mahispina, 
miile keskpunktid asuvad fik­
seeritud ringjoonel. Ringjoone 
projektsioon tasandile on tea-
tt II
tavasti ellips ja sfaaride pro-
»I
jektsioonid on ringid. Järeli­
kult, toori kontuuriks tasandil on ringjoonte parve mahis- 
joon, mille keskpunktid asuvad ellipsil, 3t. ellipsi evoluudi 
kaks evolventi. Ellips ise on nende evolventide vahelise riba
It I!  tt
keskjooneks. Toori kontuuri maaramisel tekib täpselt sama 
probleem, mis on ellipsist eraldunud iainefrondi kirjelda­
misel.
rv H
Muidugi, seda voib vaita mitte ainult toori, vaid ka iga
II
nn. ka,na,ipinna, kujutamisel tasandil (kanalpind on uhesuguste
I I ( t  II  #v
raadiustega sfaaride mahispind sõltumata sellest, millise 
joone moodustavad nende keskpunktid).
It
7.1.11. Ilusat kaustikut, kuid mitte normaalide mahis-
™ II II
joonena, voib naha igas kohvitassis. Kui päikesekiired lange-
I!
vad mingi anuma (nt. kohvitassi) siseküljele, voime anuma
/v ii
pohjas naha heledat -taolist piirkonda. Mida erksam on
valgustus ja ideaalsem peegeldus, seda paremini on nahtav
II
kaustik. Kirjeldame seda nahtust valemitega.
Olgu гу-tasandil antud uhik- 
ringjoon M(cost,sint) ja lange­
gu punkti M (vasakult) x-telje- 
ga paralleelne kiir. Punktis M 
toimub peegeldus. Peegeldunud 
kiir kulgeb piki sirget
у - sint = tan2t(x - oost). 
Leiame nende sirgete mähisjoone. 
Selleks diferentseerime viimast 
võrrandit parameetri t jär°-i:






X - cost = - £ соst cos2t 
у - sint = - ^ cost sin2t ,
saame kaustiku parameetrilise«! võrrandid
f 1 = (5 +sin2t) cost
у = sin3t .
Uldvorrandiks on
[4(X2+ у2 ) - 1 ]3= 27y2 .
See on nii X- kui y-telje suhtes sümmeetriline 6. jarku joon. 
Kuna t muutub vahemikus (- §, f), siis tuleb lisada, et X>0,
II <- £ И
st. kohvitassis me naeme vaid selle joone uhte poolt. Joone
~  tl It II
kulgemist t muutumisel voib jalgida maarates tema punkti asu­
kohti, nt. hetkeil t = 0, ± ?, ± ja uurides puutuja tousuД cL
tan2t muutumist.
II II ~
7.2. Olgu nuud xyz-ruumis antud pinna.pa.rv. Vorrand
¥(X,y,Z,t) = 0 (1)
eraldab parvest iga konkreetse t korral vastava pinna. Moo-
II II
dustame kaks süsteemi. Uks nendest
f F (X,y,z,t) = 0 (2) 
1 I't(x,y,z,t) = 0
I II I
maarab pinnal (1 ) karakteristiku, milleks on reeglina mingi
II
joon. Elimineerides süsteemist (2) parameetri t, saame parve
„ ~ II л»
mahl ep inna võrrandi. Teine süsteem koosnegu kolmest võrran­
dist
F (X,y,Z,t) = 0
F 't(x,y,Z,t) = 0 (3)
F'(X,y,Z,t) = 0 ,
kus kolmas võrrand on saadud teisest, samuti nagu teine esi-
И И II II
mesest, diferentseerimise teel t jargi. Süsteem (3) maarab
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karakteristikul (2) karakteristliku punkti (e. punktid). Pa­
rameetri t muutudes moodustab see punkt ruumilise joone, midaH 99 99
nimetame mahieplnna tagaeipoordeaervake.
NÄITED.
7.2.1. Eriti hasti on kujutatav tasandi liikumine 
^yz-ruumis
A (t)x + B(t)y + C(t)z + D (t) = 0, (1)'
и
kus A, B, C, D olgu vahemalt kaks korda diferentseeruvad
и i: ’
funktsioonid. Sel juhul avaldub süsteem (2) kujul (jatame 
argumendi t kirjutamata)
kx + By + CjZ + D = 0 
к'X + В'у + С'Z + D' = 0,
И
süsteem (3) aga kujul
AX + By + C£ + D = 0
• A'X + B'y + C'Z + D' = О (3)'
к"Х + В'У + С"Z + D' = О .
И
Tasandite parve raahispinda nimetatakse taeanduvake pinnake.
II II л»
Temal on samuti tagasipoordeserv, mille parameetrilised vor-
II
randid tuletame süsteemist (3)':
X : у : z =
в с D А' С' D' А В D А' В' С'
= B' С' D' 5 А С D А' В' D' • А В С
В' С' D' А' С' D' А* В' D' А' В" С'
IIII
Vaatleme tagasipoordeserval punkti r = (x{t),y(t),z(t)). Vek­
tor r'= (x ' (t),y' it),z' (t)) maa-
H I
rab tagasipöördeserva puutuja 
г + иг ja koos vektoriga 
r'= (r(t).y(t),ze (t)) kann.
kooldiunletaeandl Г + UT' + UP' . 
On kerge ^aha, et puutuja on 
maaratud süsteemiga (2)'. Toe­
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poolest, asendame süsteemi (2 )' r koordinaadid ja diferent-
И
seerime t jargi mõlemaid sarnasusi, arvestades seejuures, et r 
koordinaadid r rahuldavad suteemi (3)'• Saame
{
AX' + Вy'+ C2'= 0
A'X'+ B'y'+ C'2'= 0 , ^
•• и 
mis tahendab, et puutuja r + ur' uhtib sirgega (2)'. KooIdu-
«•
mistasandiks on aga tasand (1 )' , sest diferentseerides sus-
«V II
teemi (4)' esimest võrrandit ja arvestades teist, naeme, et
АГ"+ Вy*+ QZ"= 0. Olukord on täielikult kirjeldatud.
Üldjuhul (1 )— (2 )— (3) voib kujutada (vahemalt lokaalselt)
l i l l
analoogilist pilti. Mõistagi selle vahega, et tagasipoorde- 
serva (3) puutujad (2 ) pole sirged ja kooldumistasand (1 ) ei
II  «V
tarvitse olla tasand. Vastavalt parve mahispinnale voib siis 
tasanduvast pinnast kõnelda vaid tinglikult.
II
7.2.2. Naites 7.1.3 oli meil tegemist singulaarsustega Ai
~  II  H  ■
ja A„. Ka siin voib taheldada kaspoide A. ja A0 seoses sus-
^  II II
teemidega (2) ja (3). Kui aga juhtub, et tagasipoordeserval
II  II
on isearaseid punkte (nt. teravikke), siis nahtavasti on
II  II  II
tegemist järgmise kaspoidiga A3 , mis kannab nimetust paasu- 




x - t y  + ± - z - ^  = o
II  II II
mahispinnaks on tasanduv pind, mille tagasipoordeservaks on 
joon
r = f tl tl tl 1.
I 8 ’ 3 ’ 2 J *
tasanduv pind ise on esitatav nii parameetriliselt 
1-4 +3 *3 „ *2
Г + ЗГ
kui uldvorrandiga
(9y2- 2Z3- 12.XZ)2+ 4(2X - 22 )3 = 0.
9*
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Joonisel on vasakul kujutatud tasanduv pind, paremal aga tema 
tagasipöördeserva kolm projektsiooni koordinaattasanditel.
Kui vaadelda parve võrrandit xyzt-ruumis, siis me naeme
(V/V (V (V
seal 3-mootmelist pinda 2-mootmeliste tasandiliste moodusta-
и g
jatega. Projekteerimisel piki vektorvalja щ trajektoore
2 -stratifikatsioon 3 кг = Аз:tekib sel pinnal ~(V/V (V(V I
mõõtmeline voldipind A., sellel 1-mõõtmeline kortsujoon Ap ja 
ft ' ft tt 
sellel uks O-mootmeline paasusabapunkt A3 . Tasandilised moo­
dustajad projekteeruvad xyz-tasandile (e. xyz-ruumi) parve
tt
tasanditeks, pind A selle parve mahispinnaks, mis on tasan- 
■ ft ft 
duv pind, joon A_ tasanduva pinna tagasipoordeservaks ja 
tt tt ^
punkt A3 tagasipoordeserva teravikupunktiks. 
tt
7.2.3. Jaiga keha liikumise kirjeldamisel kasutatakse
tt
nn. liikuvat teljeetikku e. taustsusteemi. Moodustagu vekto­
rid e1, e2 , e3 ortonormeeritud baasi: (Grami
tt л»
maatriks on uhikmaatriks). Baasi liikumisel sõltuvad vektorid 
ajast t ja nende tuletised avalduvad samas baasis kaldsum- 
meetrilise maatriksi abil:








Toepoolest, eksisteerib maatriks (a^), mille abil vektorid 
ё± avalduvad vektorite el kaudu: e = e nГ1’ Kuna aga
Jorgen Pedersen Gram, taani matemaatik, 1850 - 1916.
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(e±,e^) = õ± , siis diferentseerides t jargi ja asendades 
tuletised vastavate avaldistega, saame
<ekai’ej) + <е1 -ек°3к> - ak 3^  + « 11^  - ai+ a5 = 0. 
i *•
st. maatriks (a^) on kaldsummeetriline. Vektorit 
Ш = e,o)1+ e0oj2+ eo0J3 ,
mille komponendid esinevad valemis, nimetatakse hetkeliseks
tl II
nurkkiiruseks. Ta asub hetkelisel poorlemisteljel, sest tema
•• •• • 1 * 2 * 3
siht jaab hetkeks muutumatuks: u) = + e3u = 0.
Sellist liikuvat teljestikku 
kasutatakse joone uurimisel 
ruumis. Olgu joon antud vektor­
funktsiooniga 7 (t). Tuletis
, It II
7 (t) maarab joone puutuja sihi, 
tuletised 7 (t), 7 (t) aga kool- 
dumistasandi. Fikseerime orto- 
normeeritud baasi T,v,ß: olgu
1  = 7(* } puutuja uhikvektor,
IT (t) I
suuname vektori v kooldumis- 
tasandil risti vektoriga 1 
ja valime ß nii, et ta oleks 
risti vektoritega %, v ja moodustaks nende vektoritega parem-
II tt
poolse kolmiku, st. ß = % x v. Vektorid T, v, ß maaravad kolm 
telge: puutuja, peanormaaii ja ЫпогшхаИ, ja kolm tasandit, 
mis on vastavalt nendega risti: normaaltaeandi, elrgeet ue- 
t ae andi ja koolõumietaeandi.
Kui parameetriks on valitud kaare pikkus 3, siis 
|7 (3 )| = 1 ja 7 (3 ) = 1(9). Sel juhul avalduvad baasivektorite 
tuletised valemiga
(T v ß) = (т v ß) x
О -К О 
К О -30
О ае О
kus К ja ae on suurused, mida nimetatakse vastavalt joone
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kõverueebe ja vaancLeke. Teljestiku hetkeline nurkkiirus on
M II l> «
maaratud Darboux' vektoriga ает + K0, st. teljestik poordub 
umber binormaali kiirusega К ja umber puutuja kiirusega ae.
Seda teljestikku ja viimast maatriksvalemit seotakse 
tavaliselt Pemet* nimega, kes avaldas vastavad valemid 1847. 
aastal, kuid samasugused valemid e s i n e s i d  juba 1831. aastal
tl ~  II  tt
oTartu üliõpilase Karl Eduard Senffi (1810-1850) auhinnatoos, 
mille ta kirjutas prof. Martin Bartelsi (1769-1836) juhenda­
misel.
Uurime joont lokaalselt Prenet* teljestikus. Arendame
tt
vektorfunktsiooni 7(3) Maclaurini ritta punkti 3 = 0  umbru- 
ses:
7 (3 ) = 7(0) + 7(0)s + 7(0) 32/2 + 7(0) з3/б +...
Kuna 7 = 1 ,  7 = Kv, 7 = K(-KT + aeß) + Üv, saame joone 
parameetrilise eBituse
7(3) = (3  -  к2 33/ 6 + . . . ,K  з2/2  + £ 33/ 6 +...,кае s3/6 + . . . ) .
Arvestades vaid koordinaatide pealiikmeid, moodustame nn. 
tt
lahendava joone
7(3) = (з,Кз2/2,Каез3/б ),
mis annab joonest 7 (3 ) ligikaudse ettekujutuse.
Joone 7 (3 ) kolm projektsiooni 
vastavalt kooldumis-, nonnaal- 
ja sirgestustasandile on para- 
x bool, poolkuupparabool ja 
kuupparabool (joonisel ae > 0).
Jean Gaston Darboux, prantsuse matemaatik. 1842  -  1 9 1 7 . 
Jean Fr*d*ric Prenet . prantsuse matemaatik, 1816  - 1 9 0 0 .
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Uurime 7.1.7 eeskujul ka funktsiooni ф = ^(r - T(S))2 . 
Leiame tuletised
Ф = -(r - 7Д), <p = 1 - K(r-7 ,v),
Ф = (r - 7,k2t - tv - K#ß).
Olgu r = 7 + rr + yv + z6. Kui ф = 0, siis x = 0; see
ItH #
maarab normaaltasandi. Kui ф = <p = 0, siis X - 0, 1 - Ey =0;
saame sirge
r = 7 + 1 v + zß, 
mis on normaaltasandi karak­
teristikuks. Ки1 ф = ф = ф = 0,




Normaaltasand mahib tasanduva pinna ja see punkt liigub piki
tl II
selle tagasipoordeserva, mida 
nimetatakse joone 7(3) ru.u«t- 
lieeke evoluudika. Joon 7(^) 
ise on oma ruumilise evoluudi 
kooldumistasandite ortogonaalne 
trajektoor (e. ruumiline evol­
vent ).
7.3. Votame veel kord vaatlusele funktsiooni 
Ф = g(r - 7)2 .
tt tt
kuid eeldame nuud, et 7 on kahe muutuja U ja v vektorfunkt- 
tt tt
sioon. Vektor r jaab endiselt xyz-ruumi suvalise punkti M
tt
kohavektoriks. Arvutame funktsiooni ф esimest ja teist jarku 
tt tt 
osatuletised u ja v jargi, kasutades tähistusi punktist 3.1 .
lk. 15:
<Pj= (r~ 7.7±). Фи= "(Ti.Tj) + (r-7*71 ;j) •
Kuna me tahame, et tegemist oleks immersiooniga (U,U) >-* 7,
siis ilmselt 7. 7P , vt. 3.5.5, lk. 19. Parameetrite u ja V 
tt tl '
muutudes maarab vektorfunktsioon 7 pinna. Osatuletised 7 ja
T.X Tp "
П = I —т on normaali uhik- 
I7ix T2 ! „
vektor. Viime sisse tähistused
T2 (Ti.Tj). h±j- (n.7„).
Suurused g. . ja ?i. . moodustavad
II  l j
kaks sümmeetrilist maatriksit. 
Neile vastavad kaks ruutvormi, 
mida nimetatakse pinna esimeeeke ja teieeke ruutvormike. 
Objekti (^j) nimetatakse pinna meetriiieehe teneorike, sest 
ta võimaldab arvutada puutujavektorite skalaarkorrutis!: 
nimelt, kui x = 7^  ja у = 71yi, siis (x,y) = g i^ S~yJ, 
millega on maaratud meetrika puutujatasandil. Kui esitada 
teist jarku osatuletised 7 vektoritena, avalduvad nad 
baasis (7.,,72 ,n) kujul
T i r  V t j  + у
kus kordajateks on ja Г^. Viimaseid nimetatakse Chrie-
toffel'i eumboiiteke. Nad avalduvad vektorite 7 1 »71j kaudu 
valemiga I* = (7]_,71;J). kus suurused i ^ 1 ) moodustavad 
maatriksi (glcj) pöördmaatriksi, st. gk _jgkl=
Nendest Gaussi nime kandvatest valemitest saab alguse 
pinnateooria ja edaspidi ka ПП. Riemannl geomeetria.
I* 11
Uurime nuud funktsiooni <p ekstreemumi tingimusi. Kui 
ф.,= Ф2= 0, siis Г -7  I n, st. leidub selline suurus R, 
et Г = 7 + Rn. Kuna R pole fikseeritud, siis viimane vordus 
kujutab endast nonnaali vektorvorrandit. Siit jareldame, et
ft If rv
punkti M kauguse ekstremaalvaartuse pinnast voime leida
,vr4/ II
mootes teda piki normaali, ja nii saamegi ekstremaalvaartuse 
tingimusel, et hessiaan |Ф1;11 on antud punktis positiivne. 
Sel juhul <p±J= -gJ^+ Rft^ ja hessiaan avaldub kujul
Elwin Bruno Christoffel, saksa matemaatik, 1829 - 1900.
Carl Friedrich Gauss, saksa matemaatik, 1777 - 1855.
Georg Friedrich Bernard Riemann, saksa matemaatik, 1826-1866
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*11 *12 = R2 Лц h 12 -R N 1 ^12 + £11 \г OJ
<*T-
00+
wwsT Л12 ^22 N 2 ^22 g .,2 ^22 1^12 Ä^2
Kujutust (u,t>) I-» 7 voib korraldada nii, et vektorid 71 ja 
moodustaksid pinna puutujatasandll ortonormeeritud baasi 
(siis g 1 j= C±J) ja et see baas oleks pooratud nii, et Tl12= 0. 
Sellist baasi koos normaalvektoriga n nimetatakse pinna 
Darboux’ teijeetikxike. Sel juhul avaldub hessiaan kujul 
(hu R -1 )(n22R -1 ) ehk ^ ^ ( R  - R1) (R - R2 ), k u ß R ^ J -  ,
Rg= ^— . Suurusi K ^  ja Kg= nimetatakse pinna pea-
kõvemateks. aga suurusi
К ='K1K2 ja H = K,+ K2
N ^
vastavalt pinna taie- (e. Gaussi) ja keekmieeke hoverueeke 
Üldjuhul
H _ N  1&22*&11^22~2& 12^12
^ 11^22~^4 2
M
Oletame, et R ^  Rg. Siis voib 
vaita, et К <0 (vastavalt К >0) 
korral on funktsioonil cp ekst- 
reemum antud punktis parajasti 
siis, kui R1< R < Rg (vastavalt 




Normaali г = 7 + Rn iga­
le punktile vastab funktsiooni 
<p(u,U) singulaarsus J2 , kusjuu­
res kahes nn. fokaaipunktia 
r = 7 + R n, l = 1,2, takib sin­
gulaarse J21, vt. 3.7, lk. 24. 
Fokaalpunktid moodustavad kaks 





7.4. Vaatleme vektorfunktsioone 7 (U,V) ja n(U,v).ff M II
Esimene neist kujutab Uü-tasandi pinnale, teine uhiksfaarile.
di kaudu otse uhiksfaarile. Seega on moodustatud Gaase 1
—  1 И tl M
kujutue v = n <>7 , mis kujutab pinna uhiksfaarile. Kuna 7 , 
72 on baasivektorite i, j kujutised T7 korral ning n1, ng 
nende vektorite kujutised Tn korral, siis kujutus Tv kujutab 
vektorid T 1 ,T2 vektoreiks n.,,n2 .
Vektorid n. on risti normaalvektoriga n, sest n2 = 1 ja
X rv
(n,n.) =0, ja neid on võimalik avaldada baasi 7., »7o kaudu.1 И I C.
Viime labi arutluse Darbous' teljestikus: kuna n = 7^  72 ,
eile n± = 7±1x V  T,x 71г= ЙЦ» X 72+ f»12T,x n = -hlj7 j . 
Järelikult, maatriks (~h. .) on kujutuse v Jaoobi maatriks ja
И 1 J  rv
jakobiaaniks on pinna taiskoverus К = 17гч ^  {.
Joont, kus К = 0, nimetatakse
•I
pinna parabooleeke jooneke. Uhel 
pool paraboolset joont, kus 
К >0, asub elliptiline piir­
kond, teisel pool, kus К <0, 
huperboolno piirkond. Ilmselt 
on paraboolne joon kujutuse v 
voldijooneks. Elliptilise piir­
konna kujutamisel orientatsioon 




7.4.1. Tooril on selgelt naha mõlemad piirkonnad. Kuju-
I I H
tamisel V katab toor sfaari ka­
hekordselt (seni, kui toori me- 
tl
ridiaan teeb umber toori telje
tt II 6« 0
taispoorde 360 , katab vastav
I I I I
suurringjoon sfaari kahekord­
selt). Voldijoon tooril koosneb 
kahest ringjoonest, mis kujutu-
It II
vad sfaarile tema poolusteks. 
Kui toori natuke deformeerida, 
siis need kujutised ei tarvitse 
olla punktid.
IIII *v
7.4.2. Tasanduva pinna kujutiseks on joon sfaaril. Toe­
poolest, liikudes piki tasandu­
va pinna sirgjoonelist moodus-
tl
tajat, mis on ühtlasi tagasi-
It II
poordeserva puutuja, normaal- 
vektor n oma suunda si muuda» 
sest puutujatasandiks kõikides
tt II
punktides on tagasipöördeserva kooldumistasand.
** II  tt
Normaalvektori n suund soltub kooldumistasandi poordest ja
It II
muutub vaid üleminekul uhelt sirgjooneliselt moodustajalt 
teisele.
It rv  «V
Taiskoverus võrdub nulliga, К = 0, sest kujutuse V astak 
ruumilise joone korral on 1 , tasandilise joone korral aga 0.
tl II
7.4.3. Veel uks huvitav naide. Olgu kujutus
moodustaja
г=Фи,у)
(ф-i *Ф2 ) 
tt tt
rnaaratud mingi funktsiooni osa­
tule t istega, st. f olgu gradi- 
entne kujutus. Vaatleme pinda 
Xj/Z-ruumis





7 = (u.v.cp), 7 1= ( 1 , 0 , 72= (0,1 ,ф2 ), 7^  т2= ( -^ .-ф2 '1 )f
Ф17,+%7р+7,х7р и Фи
V  * 1 3 - — 1 -  • — • et
ja vordus = О е. К = О on samavaarne vordusega
|ф±^ I = О e. Iф1 ф2 1 = 0. See tähendab, et kujutuse f voldijoon 
ja paraboolne joon vaadeldaval pinnal vastavad üksteisele, 
nimelt, esimene on teise projektsioon xy-tasandile.
7-5. Kuidas leida parve mahisjoont, kui parve jooned onrv rv II




on 3 parve oarameeter, st. iga fikseeritud 3 korral liigume t
II А* П
muutudes piki uht parve joont. Votame kaks lahedast joont 
vastavalt parameetritele 3. ja 30 ning oletame, et nende1 C. ff «I И к
joonte lõikepunkt on esimesel joonel maaratud vaartusega
IIII 1
ja teisel joonel vaartusega t2 - Siis
x(s1,t1) = x (32,£2 ), 
ja kehtivad vordused
у(з1 ,t1) = y(s2 ,t2 )
' x(32,t2)-x(31,t2) 1 x(s1,t2)-x(s1,t1) 1
r2_ri + *2~*1 32_S1V 31
= 0
y (32 ,t 2 ) -y (3 1 , t 2 ) 1 y (s 1 , t 2 ) -y (s 1 , t 1 ) 1 
V š ;  -  • +




V 31 *2 Г1
= 0.
Minnes ule piirväärtustele s2 S1 * ^2— * eeldades
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funktsioonide х ja у diferentseeruvust, saame võrrandi
«v
*1 *2 
У1 Уг = О ,




onletised 3 ja t jargi. Teist jarku determinant
••
funktsioonide x ja у jakobiaan ja me tahistame t tsalt
\xy\- /V IV
Niisiis voime kõnelda kujutuse /:(3,t) i-* (x,y) voldi- 
joonest A1, mis on antud at-tasandil võrrandiga |xy| = 0 ja 
voldi joone kujutisest /(A.,) xy-tasandil, mis ongi otsitav
I I  1
mahisjoon.
II
Kirjeldame seda olukorda lahemalt. Nimetame funktsiooni
•I <v
ф nivoojooni lühidalt ф-joonteks sõltumata sellest, kas
II
funktsioon on antud st- voi xy-tasandil. Näiteks, 
st-taeandil on antud tavalised koordinaatfunktsioonid 3 ja t
**  H
ning neile vastavad 3- ja t-jooned; xy-tasandil voime naha 
nende kujutisi. Saniuti on xy-tasandil antud koordinaat» 
funktsioonid x ja y, mis on seotud funktsioonidega X ja Щ 
järgmiselt: x = x»/, у = y°f, vt. märkus 3.1, lk. 15 .ja kai
5.2, lk. 41. Voldijoonel A 1 toimub x-joonte puutumine
II 1
y-joontega, sest |xy| = 0 tahendab, et gradx | grady. See-
IIII
juures kujutuee igas A. punktis maarab X-joone ja y-joone
II 1
uhine puutuja Т/ tuuma e. KerT/, sest Jaoobi maatriks annul- 
leerib nende joonte puutujavektorid:




Esimesel joonisel on kujutatud voldi joon A 1, millel X- ja 
y-jooned puutuvad. Teisel joonisel on kujutatud 3-jooned 1, 2
M ~
ja t-jooned a, Ö, kolmandal ja neljandal naeme nende võima­
likke kujutisi joone /(A1) suhtes. Paneme tahele, et koik 
rektorid kujutuvad joone A 1 punktidest joone /(A 1) puutu- 
javektoreiks, sest T/ astak on 1 .
Uurime ka |xy|-jooni St-tasandil. Nende puutujavektorid 
kujutuvad xy-tasandile:
Г IЦ}\гЛ ( ^  хг) [ l ^ l 2] _ f l ^ H l  
^  [ У, Уг j  X [ l y l ^ H J  *
Olles voldi joonel A. tuleb arvestada tingimust |xy| = 0.
( I  II
Lihtne arvutus (mille jatame lugejale!) naitab, et siis
✓
И я у |  I = U ?  + ф ЗЧ2\ ,  |y |x y | I = (y2  + y 2 )342\ ,  
kus
A. =
*11 *12 *1 Уц У-|2 У-\
*12 *22 *2 У-12 ^22 ^2
x2 0 У, Уг 0
+ x2 )3/2 (у? + у\)3/г
Järelikult, joone /(А ) puutujavektor, mis on saadud joone A1
» <V 1
puutujavektori kujutisena, on võrdeline suurusega Vordus
II II II
X = 0 maarab voldijoonel A isearase(d) punkti(d) А , mille
1 II
kujutis(ed) /(a 2 ) osutub (-vad) joone /(A1) isearaseks 
(-teks) punktiks (-deks).
rv 'V  II
Mõistagi on see kooskolas öelduga punktis 3.6, lk. 21. 
Toepoolest, y-joonte valgustamine toimub piki X-jooni e. vek­
torval ja X(-X2 ,X1) trajektoore. Seega
у' = Xy = -у^хг + y2x, = |xy| ja y"= X2y = |x|xy||.
ii te
Tingimus y'= 0 on samavaarna tingimusega |,zy| = о ja y'= 0 
M " 
taiendavalt tahendab, et л = 0.
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NAIDE. Pakub huvi kujutus
r (3 , t )  = r  + r^s + r2t + 1 ( r n s2+ 2r123t + r 22t2) ,
kus г, r,, r2 , rn . r12, r22 on mingid fikseeritud vektorid 
яу-tasandil, e. koordinaatides
Г X = U + ^ 3  + U2t + i (u11s2+ 2U12St + U22t2 )
l у = w +1^3 + Ugt + ^ (u11a2+ 2V123t + У22^2 ) .
Ilmselt kujutuvad 3-jooned paraboolideks. Tegemist on para-
tt
boolide parvega .zy-tasandil ja kusimus seisneb selle parve 
tt tt 
mahisjoone leidmises. Üldjuhul on voldijooneks A. 3t-tasandil
tt rv  I
teist jarku kover ja tema kujutist /(A,) pole xy-tasandil 
lihtne kirjeldada. Toome vaid kolm erijuhtu А, В, C.
A. Olgu г = г,= г2= 0. Siis
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U 11
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ja kasutame invariantide teooriast tuntud eietigtat (ingl. 
eyzygy, sks. eyzygie)
D22^ -  2D12^y + Dn y2+ ^|Xy |2 = 0.
On huvitav veenduda, et selline sisiigia toepoolest kehtib:
*11 U12 *22 *22
U11 v г^ VZ2. • -2U12










= 4 D12 d22 У
X У 0
= -4(D 11у2- 2D12xs/ +
t
ц2- 4Xv = 4 (d *2-
м
Selgem on moista kujutust /, kui esitada ta kahe kujutuse ф 




s /2  
3t
t2/2
Ф m  fU 1 1  ^ + * 12^ + и2гЧ 
U/J - [»„г + t;12T) + v22C J*
t
в
Kujutus ф kerib St-tasandi kahekordselt £T)C-ruumi koonuse
Tf- 4CC = 0 uhele kattele ja lineaarku jutus ф projekteerib
£t]C-ruumi koos koonusega zy-tasandile. Projekteerimine toimub
tl tt
vektori (Ä.,p.,v) sihis, mis maarab ka kujutuse ф tuuma e. Кегф. 
On kolm Võimalust:
1 ) p.2-4Ä.v < О, Кегф on koonuse 
sees; 3t-tasand katab kahekord­
selt xy-tasandi; voldijooneks 
A 1 on kaks imaginaarset sirget;
2) Ц2- 4A.V > О, Кегф on valjas- 
pool koonust; voldijoon A 1 ja 
ka kujutis /(A 1) koosneb kahest 
reaalsest sirgest; 3t-tasand, 
murtuna neljaks piki sirgeid 
A1, katab neljakordselt sirgete 
/(A 1 ) moodustatud nurga sise-
piirkonna; sirged /(A 1) on paraboolide parve mahisjooneks 
xy-tasandil;
3) Ц2- 4A.V = 0, Кегф on koonusel; voldi joon A 1 ja kujutis 
/(A1 ) on sirged; 3t-tasand murdub piki sirget A 1 pooleks ning 




X  = U.,3 + u2 t
У = I (U11s2+ 2yi23t + U22t2)
korral voldijoon A 1 on sirgjoon
U1 U2 3 + U1 U2 £ =
Ü11 ^12 V22
ja kujutis /(A 1) parabool
2By = О,
kus В =
У11 У12 U1 
ü12 ü22 ^  
U1 U2 0
See on jareldus sisiigiast 
D_„X2+ 2By + \xy\2= 0,22
II
mida on ka kerge kontrollida, Järelikult, 3t-tasand, murtuna 
piki sirgjoont A. pooleks, katab kahekordselt J^y-tasandi
II '
piirkonna uhel pool parabooli /(A1).
I
C. Huvitavad on kaks järgmist kujutust
f x = |(s2 + t2 ) + 63
1  у = at - et ,
/V II
kus s € K. Sõltuvalt margist on voldijooneks A 1 kas ringjoon 
32+ t2= 62 voi hüperbool 32- t2= 62 . Ringjoonel on kolm
kortsupunkti (8,0.) ja (- |, ± ^  6), hüperboolil vaid üks 
(6 , 0 ) .
II
Ringjoont ja tema kujutist on võimalik esitada parameetri- 
liste võrranditega:
(
s = e cost x = ^ e2 (cos2T + 2cost)
t = e sinT, у = 1 e2 (sin2T - 2sinT).
Kujutiseks /(A.) on nn. Steineri kover, mis tekib ringjoone 
" "" 
mingi punkti jaljena selle veeremisel mooda teise ringjoone
ii <•
sisekulge tingimusel, et raadiuste suhe oleks 1:3. Hüperbooli
/V
ja selle kujutist on samuti võimalik esitada parameetriliste 
võrranditega
x = \ e2 (oh 2T ± 2chT)8 = ± £chx 
t = ± eshT,
Siin vastavad ülemised margid uhele, alumised teisele hüper­
booli harule.
II
Lahendamist ootab ülesanne: leida sisiigia, millest 
tuleneksid koik erijuhud, nii А, E kui C.
I
7.6. Veidi teistsuguseks kujuneb olukord mahkijate leid-
<v II
misel, kui pinna (joone) liikumist põhjustab vektorvali X,
<V II  /V
voi vastav voog a =  exptX. Kui, näiteks, pind on antud vor-
«  л» II  II
randiga cp = 0, siis võrrand <p°at= 0 maarab pinnaparve, kus t 
on parve parameeter. Võrrand <p' = 0, kus ф' = Хф = (ф«а. )' n ,
l i l l  X  X — U
maarab pinnal ф = 0 karakte­
ristiku.
II
Mahispind koosneb pinda ф = 0
II
puudutavatest vektorvalja X 
trajektooridest ja tema võrran­
diks on I = 0, kus I on vektor-
II
vai ja X invariant, mis rahul-
II
dab järgmist tingimust:
Ф = Ф' = 0 => 1 = 0.
NAITED.
7.6.1. Olgu xyz-ruumis antud funktsioon 
Ф = i(XZ+ y2-  Z2-  1 ).
1=0
Л. S einer, soti matemaatik. 1796 - 1863.
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ь2>1 Щг.
fl II II I* **
Vorrand ф = 0 maarab uhekattelise hüperboloidi. Vektorvali 
X(1,0,ft) põhjustab selle hüperbooli liikumise, 
vt. 4.5.1, lk. 35. Tekib pinnaparv. Kuna ф*'= 0, siis sobivaks 
invariandiks on (ф')г-2фф'. Arvestades, et ф'=X-kZt ф'=1-&2 , 
saame mahispinna võrrandiks (X-fo2:)2-(X2+y2-Z2-1 ) (1 —Ä2 ) =0 e. 
teisendatud kujul (1-y2 ) (1-Ä2 )+OfeX-z)2=0. Selleks on ellipti­
line (fe2>1 ) voi huperboolne 
(&2<1 ) silinder, voi tasand 
(fc2=1 ).
It
Paneme tahele, et suurused 
U=Kx-z ja V=y on vektorvalja X 
invariandid. Kujutus 
%:(X,y,z) t-» (U,V)
•1 S ' *2=1 projekteerib xyz-ruumi piki vek-
torvalja X trajektoore UV-tasan-
tt II
dile. Kui kujutada hüperboloidi valgustamist piki vektorvalja 
X trajektoore, siis silinder heidab ekraanile, milleks on UV-
II
tasand, hüperboloidi varju. Varju piirdeks on joon
ti - 1
о ~ ti
Olenevalt kiirte kallakust, saame ellipsi (Й >1) voi huper-
2  p  м tt и
booli (& <1). Kui suurus k kasvades ületab vaartuse 1, toi-
tt
mub UV-tasandil nn. bifurkateloon: hüperbooli harud langevad 
V-teljele kiirteks (-00,-1 ] ja [1 ,-ko) ning samal hetkel avaneb 
loik [-1 ,+1 ] ellipsiks.
tl
7.6.2. Olgu xyz-ruumis antud vektorvali X(y,z,0). Leiame
II  w
tasandi x =0 mahispinna, kui ta hakkab liikuma voo at mojul. 
Kuna ф=х, ф'=у, ф'-z ja ф""=0, siis sobivaks invariandiks on
II  p  II p
jällegi (ф') -2фф'. Mahispinnaks on koonus у -2X2=0.
II л* p
Märgime, et parve võrrandiks on X-ty+Zt /2=0, vt. 4.2.7, 
lk. 32, ja sama tulemuseni voib antud juhul tulla ka skeemi
It
7.2 jargi.
tt ti 2  2  2  2  1111 11
7.6.3. Paneme sfaari (X-a) +y +Z = R poori ema umber
л/ il
z-telje. Selleks votame vektorvalja X(-y,X,0) ja leiame 
funktsiooni ф= 5-[ (x-a)2+y2+z2-R2 ] tuletised ф'=ay, ф'=аг,
H ^
ф"=-ау. Naeme, et ф"'+ф'=0. Sobivaks invariandiks on
11*
83
(ф' )2+(<р' )2-(ф'+ф)2 . Mahispinnaks on toor
4а2 (х2+ у2 ) - (А  z2+ а2 - R2 )г- О.
7.7. Vaatleme kommutatiivset diagrammi
kus Mp+r, Mn ja Mr on vastavate dimensioonidega muutkonnad, / 
on iranersioon ja g on tavaline projektsioon (u,v) *-* U, kus 
U € M ja v € M . Kuna f on immersioon, siis kujutis /(M )П I* /v/v «V Р + Г
on ruumis M x M (pfг)-mõõtmeline pind ja selle loiked tasan- 
n r
ditega v = oonst moodustavad , projekteerudes muutkonnale M ,
/v/v ^
seal p-mootmeliste pindade r-parsmeetrilise parve.
II
R.Thomi vaatevinklist eeisneb mahkijate teooria kujutuse 
h = gf singulaarsuste uurimises.
§ 8. Diferentsiaalinvariandid
»V И II II
Suurused naga joone kõverus ja vaane, pinna tais-, kesk­
mine ja peakoverused on vastavate kujutuste nn. diferent-
II
siaaiinvariandid, vt. lk. 26. Nagu eespool öeldud, algab 
kujutuse lokaalne uurimine diagrammist
В
(1 )
ja seostest, mis tulenevad vordusest /а = Ъ/, vt. lk.16
f1 а3 = Ъа •& ui ß •'l
f3, a11 + f3, <3^  = Ьа + Ьа fß (o)
•'kl U1 yk uij upT J 1 J J +
84
Naitame, et nimetatud diferentsiaalinvariante on võimalik 
tuletada seostest (2 ).
/v#v
8.1. Olgu ML 1-mõõtmeline muutkond e. tavaline arvtelg, 
kus on lubatud parameetri teisendused a, ja Mg 2-mootmeline 
eukleidiline tasand, millel on lubatud tavalised liikumised b. 
Liikumiste Jaoobi maatriksid on teatavasti ortogonaalmaatrik- 
sid. Immersiooni F : M 1— * IL korral annab diagraram (1) seosed1 ^ II IIII ~
(2 ), kus ladina indeksid omavad uhtainust vaartust 1 , seetõt­
tu af, c^f, asemel kirjutame lihtsalt a ' , a ' ,  kreeka indeksid
1 Xj lill Ä
aga omavad vaartusi 1, 2. Maatriks (b“) on konstantne ortogo-
b£ß = 0. Lahtinaalmaatriks, st. 
kirjutatuna
? ;  а- -  ь; / ;  + ь ’
J* а' = b* f] + X>\
?;,<а-)г+ ?! a'= bj /;1+ Ъ'г
II II w
Jargnevad seosed meid siin ei huvita. Saadud süsteemi voib
II
esitada uhe maatriksiga
?]o' ?!,(а ')г+ ?]а- 
??а' j® (а' )2+ ?^а"
b! bl' Ал
■ *  bl-
X
УА A J
Arvutades determinandid vasakult ja paremalt, saame
(а' ) 3 = /! /li
Samuti markame, et kehtib seos




/ 1 f-J 1 ' 1
f  z2J 11 •'11
ja Q = (/J)2+ (/f)2
ei soltu liikumistest Ь , kuid muutuvad parameetri teisendusel 
a:
Suurus
P(a') = P, Q(a' ) = Q.
К = ,3/2
jaab aga uleminekul f f muutumatuks e. invariantseks. See 
invariant ongi joone P C M ^  kõverus. Toepoolest, olgu joon 
F(M^ ) antud parameetriliste võrranditega X = X(t), у = y(t); 
siis sümbolitele / 1, Z2 , vastavad X, у, X,
у, X, у ja P =
X  у
x у Q = i?+ y2 . Seega ,3/2 on sama kõve­
rus, millest sai kõneldud eespool, vt. lk. 59.
8.2. Kui joon on eukleidilisel tasandil M2 antud funkt­
siooni cp nivoojoonena, siis on olukord teine. Vaatleme sub- 
mersiooni Ф: M, — ♦ M , kus M on samasugune eukleidilineс. I с. II /vru
tasand, nagu eelmises punktis, ja M on mingi ühemõõtmeline 
muutkond, kus on lubatud parameetri teisendused C. Diagrammi 
(1 ) asemel on teine diagramm
В JS-
(3)
ja sellest tulenevad teistsugused seosed
V a  = °'4>a 
= ° ' W  0'фаР: (4)
osatuletistel ф , cp ф a флЛ on ara jaetud ülemine indeks,
Ot CLf CLp 9 (j p 
и  tt ti tt
sest ta omab uhtainust vaartust, uhemuutuja funktsiooni С
II ft
tuletised on aga tahistatud nagu tavaliselt c ' , c". Lahtudes
(Эф^+ 1ф*срц+ e ^ )  t£ t>£ = зс'(раЭ+ fac*+ t ( 0- )2 ]<paq y  ваЭ
ja arvutame determinandid vasakult ja paremalt. Selleks viime 
tf
sisse tähistused




, M = ф11+ ф22, S= ф2+ ф2 , T = -
Ф11 <*>12 4>1 
Ф12 Ф22 Фг 
Ф1 Ф2 о
ja analoogiliselt L, M, S, T. Vasakult saame
9фп+ tcp2 +1 Эф12+
ЭФ12+ ^Ф 2 Зф22+ *Ф2 +1 
tl
paremalt sama reegli jargi
(9C')2L + SC'[3C"+ t(C')2 ]T + SC'M + [SC"+ t(C')2 ]S +1 = 
= S2C'(C'L + C"T) + 3t(C')3T + S(C'M + c*s) + t(c')2S +1.
Võrreldes mõlemaid pooli, saame neli seost:
= 3 L + StT + SM + tS +1,
L = C' (C'L + c'T), 
M = C'M + C'S,
T = (C')JT, 
S = (C')2s.
(5)
tl Ф  3/2 ~ -
Otsekohe on naha, et suurus /S ei soltu ei liikumistest 0
It ~  И  II
ega parameetri teisendustest C, st. uleminekul ф ь-» ф jaab ta
и ■ _<ri 3/2
muutumatuks e. invariantseks. Naitame, et /S on vastava




kus ф/ = const, ja kirjutame valja vastavad seosed osatule­
tiste vahel:
Г v ?  = o 
%  А А * v ? ,  = °-
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Esimesest seosest tuleneb
<p,/]+ о • < /!> 2+ <4 >2= [ ^  ] «р?+ Ф -  a  = (  ] s -




- 4 ^ 1Фг
г Фц Ф12 Ф1 и
% г ~Ф22 Л Ф12 Ф22 Ф2
ЛЛ0 Ф1 Ф2 0
järelikult, К = T-.3/2 ,3/2С Г ' S'





(ф2 + ф| ) 3/2
Mõistagi voime siit saada ka juba tuntud valemi
К = (l+y,2)3/2 , vt. lk. 59, kui votta ф = у - y(X).
Tahelepanu vaarib asjaolu, et suurus X, vt. 7.5, lk. 78, 
on X- ja y - joone kõveruste vahe. Kui eespool oli mainitud, et
II  tl tl
voldipunktides A need jooned puudutavad üksteist, siis nuud
со 1 II «v
voib lisada, et kortsupunktides A2 on neil ka uhised kõveru­
sed. Pealegi osutub võrdus X = 0 nii meetriliseks kui ka 
kujutuse f topoloogiliseks omaduseks.
nÄide. Kui ф = ct11x2+ 2a 12xy + аггуг+ 2a^x + 2агу + а,
К =












Kui palju voib uldse saada sõltumatuid invariante?
II
Arutlegem järgmiselt. Irranersiooni korral, vt. 8.1, osalee 
tuletiste f]t /?, /* , /? teisendamisel kolm parameetrit,
I I I! I I и in,
s.o. kaks tuletist a ', a* ja uks poordenurk maatriksist
2
Г cosa -sina ) . 
[ sina cosa J 9
elimineerides neljast seosest, vt. lk. 85, kolm parameetrit,~ II II ' II
võisime saada ainult -uhe seose, mis naitab uhe invariandi
~  p  3 / 2
olemasolu. Selleks osutus kõverus К = ,/Q .
II  tl
Nuud, submereiooni korral on osatulatisi viis: ф,, ф2> 
ф,., ф.„, ф9С), ja nende teisendamisel seostes (4) osaleb kolm
I I  I C  C.C. II ,| И
parameetrit, з.о. tuletised С', C" ja poordenurk a. Ülemine­
kul seostelt (4) seostele (5) elimineerus maatriks (b^), et.
tt tt P
poordenurk a. Suurusi L, M, S, T on neli ja nende teisendami­
sel seostes (5) osaleb kaks parameetrit C' , c'. Nende para­
meetrite elimineerimisel seostest (5) peaks saama kaks inva-
ti m 3 / 2
rianti. Uks neist on leitud, nimelt /S . Teise leiame sa­
muti: kuna MT - LS = (C')4 (MT - LS), siis invariandiks osutub 
suurus
KT - LS (6 )
Huvitav on invariandi (6) geomeetriline tõlgendus.
It tl
Funktsiooni ф gradiendiks on vektorvali v = (ф1 ,ф2 ). Jälgime
vektori V muutumist nihkel piki ф-joont. Selleks votame ф- 
tt
joone puutujavektorvaija % =(ф„,-ф1), ja difersntseerime kom-
II C . \
ponente ф1, (p2 valja T suhtes. Antud punktis saame vektori 
v'= (Ф! ^ 2^ 12^ 1 5„^12^2“^22^4 ^  ’ mille ekalaarruut vordub suu­
rusega MT - LS. Toepoolest, kuna
(Ф,,+ <l>22)«P,,<f|- 2ф1гф,фг+ Фггф  - (ф,,ф2г- Ф?г ХФ?+ Ф  ■ 
- «Р,,Фг- Ф1гФ ,)г+ <Ф,гФг- ФггФ,)2.
12
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siis MT - LS = (V' Г.
Olgu funktsiooni ф nivoojooned vektorvalja V trajektoo- 
rideks. Ilmselt moodustavad cp- ja ф-jooned tasandil ortogo-
fw
naalse vorgu, st. фЖ + ФоФо= °* Arvutame ф-joone kõveruse.
л/ f f
Selleks diferentseerime viimast seost molema argumendi jargi:
Фм'Ф,+ < P i z V  4 > i i V  4>i 2<Pг  = 0 
Ф12Ф,+ Ф22Ф2+ Ф12Ф,+ Ф2гФг  = о .
Esitame tulemuse maatrikskujul:
II
Ф’г I X f*' ] ♦ Г*» ф'г I X f Ф’
%г ‘Огг } I *2 J I * 1г г^г J I Ь
= о.
ning arvestades ilmseid seoseid
[4*1 1 
4>г
il Г ‘»»г! f %  ) Ь Иг] 
- Ф2 [ Ф2 j - Ф7 I  4>iJ '
tuletame seose
к  х ( ф”  l l  ] * Ю +
= 0.
Kuna
4>н Ч>12 Ч>1 
Ф ,г  Фг г  Фг
Ф, Ф2 о
= -  Ф„<|| + гф 1гф,фг  -  фг г ф  ^ =
rf\J М>г1
е- го кР го  ^
- X
.♦ J  ‘
= -< -Ф г Ф ,) х






[(ФцФ2 - Ф ^Ф^Ф^ «Pi2<P2 - <P22<M<P2 1 =
Фи Ф12 Ф2
Ф12 ^22 -Ф1 
%  Ф2 о
ja
Ф? + Ф2  =
К2.
(Ф? + Ф2).
siis ф-joone kõveruseks saame 
Т.




Kuna aga (v' ,т)=Т, (V' . v ) ^  ja (v',%)2+ (v' ,v)2= 
T2+ T2 = (v')2 -S, siis järelikult
щА  = к2 + к2
sd 1
st. invariant (6) on kõveruste К ja K^ ruutude summa.
8.3. Vaatleme nuud immersiooni F: M„
3-mootmeline eukleidiline 
*2
M3 , kus M3 on
ruum ja M2 mingi 2-mootmeline 
muutkond. Kujutist F(M9 ) kujutleme 2-mootmelise pinnana 
ruumis M3 .
Seosed (2) avalduvad kujul
f* a J = ba /ß J 3 i up ■'i
fa ak a1 + ?* a* = Ъа Г? •'kl U1 •'k up Л (7)
(käsitleme neist ainult kahte esimest). Pind oli juba uurimi-
II  tl II II
sel punktis 7.3, lk. 71. Nuud on vektorid 7± maaratud osa- 
tuletistega /?. Meetrilise tensori (e. esimese ruutvormi) 
komponentideks on g. = /у jZ. Üleminekul / ►-* / teiseneb
II  1 J  1  J
meetriline tensor järgmiselt:
«1 r  «kiaia j (8 )
T2*
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Seda naeme, arvestades esimest seost (7) ja maatriksi (b®)
ortogonaalsust: ba = öa .^ Vastavad determinandid on seotud ~ 7 7vordusega
lel - ISI • |a|2. (9)
kus |aj on teisenduse a jakobiaan.
Vottes arvesse, et
17-jX 72 |2+ (T-, »T2 )2= T?t| . IT-jx T2 I2= 8и 8гг~ ^ 2 =
ja (7,x 72.7±j ) = ^7i *72»7i j)* е8^ате teise ruutvormi kompo­
nendid kujul
hu = (7,.тг,т1;,)-
IPuletame seostest (7) vorduse
<7,.7г.7„> = l°l • (7, •72i7kl)<^aj 
ja siit teisendusvalsmi 
h r  ■ <1°>
I IValemid (8) ja (10) annavad tahtsa seose
hl Г  (Як Г  ^ k l > ^ al3
ja ка vorduse
I71« “ = I N r  * S ± j M a | 2. V \ € R.
I I  А/millest jareldame, et ruutvorrandid
lfti r  ^ijl - 0 &  lRij- ^ijl = 0
I Ion ekvivalentsed, st. neil on uhesugused lahendid ja л._.л# 1 2
Definitsiooni kohaselt on võrrandi ^ ijl=0 iahende iks
pinna peakoverused: X^= К,, X2= Kg, vt. lk. 73. Järelikult, 
pinna peakoverused K, ja K„ ning koos nendega keskmine kõve-
»I1 ~  „
ГШЗ H = K ^ K g  ja taiskoverus К = ei muutu uleminekul
•I IINagu naeme, on mangus 15 osatuletist /7, /v ja 13 para-k k :  * meetrit, s.o. 10 osatuletist a±, ja neile lisaks 3 Euleri
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tt tt «I •• anurka, mis maaravad teljestiku poorde ja ka maatriksi (Ö“ ).~ p Seega on sõltumatuid invariante 15-13=2 ning nendeks on kas** «V II >vpeakoverused K 1 ja voi keskmine ja taiskoverus H ja K.
8.4. Duaalses vastavuses immersiooniga F: M„ on
submersioon ф: M3~-» M1, kus Mg on sama Э-mootmeline eukleidi- 
line ruum ja M 1 mingi 1-mõõtmeline muutkond. Lahtume dia- 
grammist (3) ja seostest (4), vt. lk. 86 , kus kreeka indeksid
tl I I  It I I  ttomavad nuud vaartusi 1, 2, 3. Seekord on mangus 9 osatuletiet
Фо фар ja 5 parameetrit, s.o. 3 Euleri nurka ja 2 tuletist
C', C". Tahendab, leidub 9-5=4 sõltumatut invariant!.IViime sisse tähistused
А = фп +  ф22+ ф33 , в = ф2 + ф2 + ф;







Ф11 Ф12 Ф1 Ф11 Ф13 Ф1 ф22 Фгз ФгD = - Ф12 Ф22 Ф2 - Ф13 Фзз Фз - Фгз Фзз Фз
Ф1 Ф2 0 Ф1 Фз 0 Фг Фз 0
Е =
Фц % г  *13 
Ф12 Ф22 Фгз 
Ф13 Фгз Фзз
F = -
Фц Ф12 Ф13 Ф1 
Ф12 Ъ г  Фгз Ф2 
Ф13 Фгз Фзз Фз 
Ф1 Ф2  Фз 0
ja järgides täpselt valemite (5) saamist, vt. lk. 87, tuleta- 
me nende suuruste teisendusvalemid
А = С'А + С'В,
л<
В = (С')2В,
С = С' (С'С + C'D), D = (С' )3D,
Е = (С' )2 (С'Е + С F),
го
F = (С' )^F.
(11)
Siit naeme otsekohe, et liitsuhted
B 1/2. D 1/3. p 1/4
ja
Leonhard Euler. aveitei matemaatik. 1707 - 1783.
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А В 1/4 А В 1/5 С D
С D * E F • E F
1/6
pn invariantsed ja annavadki 4 sõltumatut invarianti. Neistи *vkaks on submersiooni ф kihi keskmine kõverus ja taiskoverus:
DH = -
В3/2 К . Ц .в2
(1 2 )
(13)
Et selles veenduda, esitame vaadeldava kihi immersiooni 
F: M2— * M3 kujutisena. Siis ф/ = const ja kehtivad seosed
V ?  = о
Ч>сфА A  + V ±J = °-
IEsimesest seosest (13) e. süsteemist
j <P,/| + V ?  + <P3/? = O
l  V a  + V f  + V i  = 0
ilmneb, et
Ф 1 ! V  Фз
** Ivoi mingi teguri зе tapsusega
A A A A j 1
A A А  А / 1 Z2-'S
/ ? / ? / ? / ? А  АФ 1 = ae , ф2 = зе
f  f  J 2 * 2
, ф3 = зг
f  f  J2 J 2
seejuures B = 3e?\g\. Siis veel фа= В 1/2Па , Фа/ ^ = ß1/2^ij’
ja teine seos (13) annab Фар/^ + В172^  = О. Kirjutame 
valja kaks vordust
_i_
81J = öaßfl B фар^1 ^ j
ja moodustame maatriksi
_i_
= -(B_? %  + «<*>/? /?•
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Meid huvitab ruutvorrand Ih. \g. .1 = 0, mille lahendeiks on/v 1 J 1 J
pinna peakoverused K. ja K~.M *1 ‘ &Viime labi vaikese algebralise arutluse. Esiteks, meil tion tegemist 2. jarku ruutmaatriksiga
ü = < V t
K u b  - В"' <pa(1- Nagu on teada algebrast, avaldub
maatriksi U determinant jälgede trU ja trU2 kaudu:
|U| = £(tr2U - trU2 ) ,
*v f| «Imida voime naha, näiteks, enamtuntad valemist
U2- trü-U + |U|-E = 0 
(E on uhikmaatriks). Kuna trU = A ja
tr02= ко#к» А  Ъ  Л  • S li3  
8lu l = Л  Ц  - Jt J*} Г, ф  =





i  J 3 / §  f V±)
A11 A12 A 13 ФА12 A22 A23 Ф;
A 13 A23 A33 Ф.







Ф23в ’ Ф 13 Ф23 Фзз+В
Ф 1 ф2 ф.з
1/2,
%




Inij- ^ijl - 0 ф г  *■ + = 0
rv
osutuvad ekvivalentseteks. Valemid (12) kehtivad toepoolest. 
Need valemid kannavad Neumanni nime.
™ IITeeme Neumanni valemeist moned järeldused.
8.4.1. Olgu .zyz-ruumis ф (x,y,z)= ф (x,y). Submersiooni ф 
kihtideks on Z-teljega paralleelsete moodustajatega silind­
rid. Suurustest А, В, C, D, S, F funktsiooni ф jaoks võrduvad 
kaks nulliga, E = F = 0, teised aga langevad kokku suurustega 
M, S, L, T funktsiooni ф jaoks: А = M, В = S, С = L, D = T. 
Silindri peakoverus vordub nulliga, К = 0, keskmine kõverus 
aga langeb kokku juhtjoone kõverusega, H= -D/Bc/2 = ~T/S3/2.
8.4.2. Olgu (p(X,y,Z) = ф(Д7,у)— Z. Funktsiooni ф ruumili- 
seks graafikuks on pind ф = 0. Sel juhul ф,= ф,, ф2= ф2,
Ф3 = - 1 , Ф ц =  Ф-| 1 ,  ^ 1 2 = ^ 1 2 *  ^гг~ ^ 2 2 ’ ^ 1 3 = ^ 2 3 = ^ з з = ®
А = М, В = S + 1 , С = L, D = Т + М, Е = О, F = L.
Funktsiooni ф hessiaan vordub nulliga, L = О, parajasti
siis, kui tema ruumiline graafik on tasanduv pind, К = 0.
Funktsioon ф rahuldab diferentsiaalvorandit T + M = 0
parajasti siis, kui tema ruumiline graafik on minimaalpind,
H = 0.
8.5. Olgu M1, M2 ja M3 vastavalt 1-, 2- ja 3-mootmeline 
muutkond. Kommutatiivne diagramm
IIIIkus v , V ja F on immersioonid, maarab ruumis M0 joone V(M<),
rv v J
mis kuulub pinnale F(M2 ). Vordusest V = fv tuletame seosed, 
vt. lk. 16 ,
= f  - u1 
^ 1= •'tj A  4  +
Karl Gottfried Neumann, saksa matemaatik, 1831 - 1925.
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Kui M3 on eukleidiline ruum, siis voib kasutada Gaussi vale­
meid, i n<t\ y  vt* lk‘ 72, ja avaldada teise seoee 
kujul
v?,= /£<#?,+ rjj W >  + n°*u  vf »?•
Kuna suurused V?, Y*. maaravad joone V (M,) kooldumistasandi,rv I I I  «V I
voib esineda kaks erijuhtu: kõikjal piki joont V (M.j) kooldu- 
mistasandI1) uhtib pinna P(M2 ) puutujatasandiga, s.o.
hu  uj t-J = 0,
- sel juhul nimetatakse joont Y(M1) selle pinna aeimptooti- 
l leeke Jooneke;
2) labib pinna P(M2 ) normaali, s.o. 3 \ € ER, et
<  ♦ i ? ,  •*  W -
- sel juhul nimetatakse joont Y(M ) selle pinna geodeetill- 
eeke jooneke.
Kui muutkondadel M1, M2 ja M3 lubada lokaalseid teisendu­
si p, a ja Ь (b on tavaline liikumine M_-s), siis kehtivadII Jseosed (tuletuse jatame lugejale):
(R±J Sj- ^)'(p ' ) 2 = v* v] .
(”i i + ^ki ^  ^><p')2+ Ц  p' * °5(un + rki "iK
fl II ISiit naeme, et ulaltoodud asumtootilise ja geodeetilise 
joonte vorrandeil on invariantne iseloom.
8.6. Kui eelmises diagrammis 8.5 asendada muutkond M1 
kahe 1-mõõtmelise muutkonna otsekorrutisega M ^  M' 1, siis 
mõistame kujutist V ^ x  M') joonte võrguna pinnal F(«2). 
Muutkonnas M.x M'on lubatud lokaalsed teisendused p x 0, kus
• I /V
p ja ö on teisendused eraldi muutkondades M 1 ja M' . Vordu-
sest V = fv tuletame seosed
13 97
V® = /® v 3 4  J 3 i
■'kl *4 u 3 + 'k
Olgu M3 nagu ennegi eukleidiline ruum. Siis esimesest 
seosest saame
К  4 * « i X  vi  ■ 
t lTeisest seosest kirjutame valja Vy2> kasutades Gaussi vale­
meid,
у“г ■ /£<UV  "t Ф  + ui ul • ;
/V
Yoib esineda kolm erijuhtu: pinna P(M2 ) igas punktis
1 ) vektorid ja on teineteisega risti» s.o.
в « 0? "I *.°*
<V /V
- sel juhul kõneldakse, et vork on ortosonaaine; :
2 ) vektorid ja on teise ruutvormi suhtes kaassihi- 
lised, s.o.
hu v* V3 = o.
<v rv
- sel juhul kõneldakse, et vork on adjuneeeritud;M3) toimub vektorite VT paralleelne ülekanne piki vektor-•I 1valja 7g trajektoore, ja vastupidi:
^ г + 4  = °-
/V <V
- sel juhul kõneldakse, et vork on absoluutselt paralleelne.
Teisenduste pxa, a ja b korral kehtivad seosed
"I’p'0' ■ ««»t "I •
■ № „ 5 *  5|)P'0' = «I ,
<^2+ »|)P'o'= °>*г+ ri3 "г> •
sest t^ P'= b* uf5 ü® 0'= b® yP, u®2 pb'= b® uf2 jne.
98
Siit naeme, et ulaltoodud vorrandeil 1), 2) ja 3) on 
invariantne iseloom.
8.7. Seosed (2), lk. 84, võivad olla esitatud ka ilmuta­
tud kujul osatuletiste suhtes:
= Öß (^ kl“ Akl+ ВХ*/к * (14'
ISiin on kasutusel sümbolid
- 4  • Bv = (15)
ning maatriksid (a*) ja (õf). samuti maatriksid (tf?) ja
О tt J  tt tt 1  p  *v(OH on üksteise suhtes pöördmaatriksid. Sellisel kujul voi-
CL ,| л ,
maldavad seosed (14) ukskoik millise diferentsiaaloperaatori<V А» «V |f
voi diferentsiaalvorrandi (ka diferentsiaalvõrrandite süs­
teemi) esitada suvalistes koordinaadistikes. See aga võimal­
dab omakorda selgitada nende invariantseid omadusi.
ttToome kaks lihtsamat naidet.
8.7.1. Kui kujutus on mingisugustes koordinaadistikes 
lineaarne» s.o. /у4= 0, siis üldistes joonkoordinaatides on1 J rv (I
ta esitatud diferentsiaalvõrrandite süsteemiga
tfi - %  АЬ + B?T P} = °- <16>
Juhul n = 1 saame sirgjoone diferentsiaal võrrandi joon- 
koordinaat ides
>?,♦ = (17)
/V tl <VVõrreldes süsteemi (17) geodeetilise joone võrranditega,Ilk. 97, naeme ilmset analoogiat. Geodeetiline joon pinnal 
kaitub teatud mottes nii, nagu sirgjoon tasandil R2. Uks oma-Idustest seisneb selles, et geodeetiline joon pinnal on luhim 




f u  К  + B V f  0 • <18)
8.7.2. Vaatame, kuidas teiseneb lineaarvorrand
X±^iJ+ ^ k = 0 (19)
sõltumatute muutujate teisenemisel (71=2). Lugedes teisendust 
Ö samasusteisenduseks, kasutame seoseid
A j -  4 i ° i  + Л А  •
^ II IIVõrrand (19) jaab lineaarseks. Teisenevad vaid kordajad:
\lj= a£ a*| A,kl, jlk= . (20)
5 1 иMaatriksi (A.'J) determinant teiseneb järgmiselt:
IM  = |ct|2, |X| .
Kuna jakobiaan |a| seisab selles valemis ruudus, siis on 
determinandil |A,| invariantne omadus: igas koordinaat süs­
teemis on ta kas positiivne, negatiivne voi vordne nulliga. 
Vastavalt sellele nimetatakse võrrandit (19) elliptllieeke, 
hüperbool в eks voi parabool веке.
Juhul m = 1 saame süsteemist (16) tasandi diferentsiaal-<v
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4. peatükk. DIFERENTSIAALVORRANIID
К IDiferentsiaalgeomeetria on suurel maaral seotud dife- 
rentsiaaloperaatorite ja diferentsiaalvorrandltega. Kui klas-Isikaline diferentsiaalgeomeetria tegeleb kullalt spetsiifi­
liste objektidega (jooned, pinnad,...), siis kaasaegses mate-Imaatikas on kujunemas avar valdkond, mis holrnab vaga paljusid 
traditsiooniliselt eraldi eksisteerinud teooriaid. Tutvume 
siin mõningate kontseptsioonidega.
§ 9. Harilikud diferentsiaalvorrandid
I ~9.1. Pole midagi hammastavat, kui me võtame kasutusele« пчОО Ilopmatudimensionaalse arvruumi (к . Näiteks Maclaurini rea
t2
Ut= U + U't + U" / 2 + ... (1 )
kordajad (U, u ', u',...) moodustavad selle ruumi punkti, ja 
vastupidi, igale IR00 punktile voib seada vastavusse rea (1 ).
/V A / MVotame kasutusele lõpmatut jarku maatriksid
' u '
[ “ * 1 ' 0 1  0 .’ r 1 t /2 .1u'
u"
II+>S3 u;v;
, C = 0 0 1 . О О О .
. eCt= 0 1 t .
0 0 1 .
. , .  i . . . . . .
Maatrikseid U ja U. tõlgendame ruumi K00 punktidena. MaatriksII * HС erineb uhikmaatriksist E selle poolest, et kui uhikmaatrik- 
sis asuvad uhed peadiagonaalil, siis maatriksis С on nadII ~nihkunud uhe elemendi vorra paremale. Kui maatriksit С kor-IIrutada k korda ieeendaga, siis uhed nihkuvad ilmselt k ele-А» С +mendi vorra paremale. Maatriks e on maatriksi Ct eksponent- 
siaal:
ect= E + Ct + C2 f/2 + ...
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Moodustame otsekorrutise К x ö^, kus К on t-telg. Seega 
on iga punktiga t € R seotud uks tR°°, mida nimetame kihika jaII И _ rv rvmille punkte tahistame sümboliga U.. Voib kõnelda kihtruumist,X
vt. 6.3, lk. 47, ja kihtide pro­
jekteerimisest baasile
K x f R (t.ut) t.
Kui igas kihis fikseerida 
punkt, st. korraldada vastavus 
t ► Ut, siis ruumis R x R°° te­
kib joon e. kihtruumi lõige, 
t funktsioonid.Lõikel on koik koordinaadid (u.,u',...)X X  n
Erilist osa etendab kirjeldavas kihtruumis vektorvali
Y = dm + u' dõü + и dOÜ' + u dШ Г (2 )
mida nimetatakse taledlferentelaaloperaatorlke. Tahistame 
funktsiooni Ф tuletisi Уф lihtsalt primiga, st. Y<p = ф'.
M ~  IISelline tähistus on põhjendatud järgmise asjaoluga. Oletame, 
et funktsioon ф soltub koordinaatidest (t,Ut,U^ .,...), kus ut, 
on t funktsioonid ja u = u, u'= u',... Diferentseerime
X i i  О О л
seda funktsiooni t jargi kohal t=0. Siis ilmselt ф'= ^  +
+ fu + + **' *ia Ф = ^Ф* ^  Pun^i U koordinaatidel
pole primid juhuslikud, sest u'= YU, U' = YW  ,... 
ft ttÖeldut saab valjendada maatriksi С abil, nimelt U'= CU.
«V /V #v ro II
Viimast vordust voib votta diferentsiaalvõrrandite süsteemi­
na, mille lahendid avalduvad maatrikskujul Ut= e 
skeem
CtU. Lihtne
U'= CU Ut = eCtT (3)
osutub allpool upris kasulikuks. Joon (t,Ut), kus Ut= eCtU,
on ruumis R x R00 vektorvalja Y trajektoor, mis saab alguse
hetkel t=0 punktis U. Erinevate punktide U korral moodustavadtjooned U. algkihil vektorvalja Y faasiportree. Funktsioonid
—Ct T^oo 1e U on ruumis Ж x Г  vektorvalja Y invariandid, sest 
(e_CtU)'= - e-CtCU + e-CtU' = 0.
Pakume lugejale hea harjutuse. Osatuletiste operaatorid 
ja koordinaatfunkteioonide diferentsiaalid moodustavad kiht-
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ruumis IR x К00 naturaalse baasi
( ö 0 Õ dts du, du'Ш* Эй* Эй........
о к
vt. 6.5» lk. 51. Kui asendada siin operaator taisdiferent- 
siaaloperaatoriga Y, siis asenduvad diferentsiaalid du, 
du't... automaatselt vormidega cj°= du-u'dt, w 1 = du' -u* dt, . . .
19 tfja vastavad maatriksid on teineteise pöördmaatriksid:




1 0 0 . 
u' 1 0 . 
u' 0 1 .
0 0.' ’ dt ■
1 0 . du
0 1 .
X du'
. . . . •
Tekib uus, nn. adapteeritud baas
(Y, Эй» дй.... . dt’ ш°* 0)1 »•••)•
и в в  Tahistame XQ= ^  , X1= ,... ja viime sisse kaks maatrik­
sit
X = (X0 X1...) ja 0) =
Naidata, et
X'= - XC, Gü' = OüJ (4)
Võrrelda seda valemitega (16), lk. 52. Kas ka siin on kasu­
tatav skeem (3)?INaidata, ette rv
1) vektorvali Z = X£, kus Z on lõpmatu veerumaatriks, onHinvariantne vektorvalja Y suhtes parajasti siis, kui Z'= СZ,
2) lineaarne funktsioon F = fU, kus f on lõpmatu reamaat-
riks, on vektorvalja Y invariant parajasti siis, kui f'= -fC,—Ci;sel juhul P = KU t, kus U_t= e U ja К on suvaline konstant­
ne reamaatriks.
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mingi võrrand F = 0, kus J? on teatud funktsioon К x IR00— » IR.
Funktsiooni F nimetatakse -dlferentslaaloperaatariks.
Võrrandi F = 0 lahendiks nimetatakse funktsiooni Ut> mis
koos oma tuletistega U', it",... rahuldab seda võrrandit sama- lill Ъ Ъ selt, st. iga t vaartuse korral.ifFunktsioonile F voib taisdiferentsiaaloperaatorit Y ra-
IV rv (I
kendada mitu korda. Sel juhul kõneldakse võrrandi F = 0 jat-
H IIkamisest. Öeldakse, et sušteem
p = f '= ...= F (k)= 0 (5)
rv non saadud võrrandi F = 0 k-kordeel jatkamlsel. Lahend U. peabII *rahuldama süsteemi (5) iga к korral, ka erijuhul к — > oo.
Sellele arutlusele voime anda kena geomeetrilise tolgen-
II II ™  _/X)duse. Esiteks maarab võrrand F = 0 ruumis К x r  pinna, mida
IIvalgustab piki oma trajektoore vektorvali Y, vt. 3.6, lk. 21.
IISüsteem (5) tekitab &=1,2,3,... korral stratifikatsiooni 
А з  А_з A_=>... Piirprotsessis, kui к — »oo, eraldub pinnalI C O  w
F = 0 singul aar sus А , mida nimetame selle pinna talekarakte-
00 „
ristikuks. Pinna A, dimensiooni kohta öeldakse, et tema ко-К и rv
dimensioon on к + 1 , sest nii palju on süsteemis (5) vorran-
II rv rv
deid. Taiskarakteristiku A dimensioon voib olla loplik arv.i o° ~Kui näiteks F = 0 on tl jarku diferentsiaalvorrand, siis ta
sisaldab oluliselt tuletist u (n), st. — r ž 0. Vastavalt
duIIII ULL /п \teoreemile ilmutamata funktsioonist maarab ta U para­
meetri t funktsioonina, kusjuures n suurust u, u',..., u (n_1 ^
II II IIjaavad suvalisteks parameetriteks. Esimene jatlcamine annab«V ÄTjl /„ , 4 \võrrandi — + — — г u ’= 0 (vasakpoolses avaldises on too- 
du{n) II II t л \dud vaid viimane liidetav), mis maarab trn+ ' parameetri t
IIfunktsioonina, kusjuures, arvestades eelöeldut, suurused U,
( n - 1  } И 11 ^u , •. •, u jaavad samuti suvalisteks. Analoogiliselt voi-
II II rv /V I,maldavad järgmised jatkamised avaldada koik kõrgemat jarku 
tuletised. Kirjeldatud protsessi tulemusena avaldub lahend 
reana (1 ), kus n esimest kordajat (mis võivad esineda kaI MII *järgmistes liikmetes) jaavad suvalisteks parameetriteks. See-
IIga on taiskarakteristiku A dimensiooniks TL. Lahend koos00 X
9.2. Harilik diferentsiaalvorrand pole midagi muud, kui
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oma tuletistega maarab kihtruumis R x R00 vektorvalja Y
trajektoori, mis kuulub taiskarakteristikule A .
СО
«  ItNAIDE. Teist jarku homogeense lineaarvorrandi 
u'+ pu'+ qu = 0, p„ q € R,
~ eH «I rvkoik jatkamised on avaldatavad üheainsa maatriksvorrandiga 
(C2+ pC + qE)U = 0.
I I  rvrv
Taiskarakteristik A^ on kahemõõtmeline tasand, vektorite U ja 
U'= CU lineaarkate, kus U € Ker(C2+ pC + qE).
Vastavalt karakteristliku võrrandi Л.2+ рА + q = О lahen- 
deile, mis voivad olla kas reaalsed, st. Л>1 2= a ± ß, voi 
kaaskomplekssed, st. 2= а ± ß(, kusjuures a, ß € R, saame 
p = -2a, q = a2 + ß2 ja *
[(C - OE )2 hf ß2E] U = 0, (C - olE)2U = ± ß2U.
Kuna е (С_аЕ)*= e~atect. siis
U = ect U = eat e (C_aE)t U.о
И It IIJaab ule arvutada
e (C-aE)t и = [E + (С - <XE)t ± ß2 +...]U.
Reaalsete lahendite Л, _ korral saame• »£-
Ut= eat(U chßt + 1 U*shßt), 
komplekssete lahendite korral
Ut= eat(U cosßt + ^ U*sinßt),
kus U*= U'-aU. Piirprotsessil ß —  О, — ► x singjt — , £
p p langevad kokku lahendid, st. = Л.2, ja 
Ut= eat(U + U*t).
~  It IISeega on koik taiskarakteristikule A kuuluvad vektorvalja Y 
trajektoorid ja samuti koik diferentsiaalvõrrandi lahendid
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!4
leitud. *v IITasandil A toimuvat voib kirjeldada selle jargi, mida
II 00
naeme projektsioonis Utt' u'-ruumi tasandil u'+ pu' + qu = 0.HÜldjuhul on funktsiooni
W = u' u' 
u' u
nivoopindadeks uu'U*-ruumis hüperboloidide parv, koos neileII IIuhise asumptootilise koonusega W=0. Kuna
W' = 
-
u" u' ! j
W u j j
-pn" -(JU' u' 
-pu' -oti u
= - pw,
siis W = e p W, mis tahendab parve imprimitiivsust voo* IIIIa =exptY suhtes, so. t muutumisel jaab koonus paigale ja ka» IIM *•parv ise jaab muutumatuks, kuid iga huperboloid voib kas ee-
ffmalduda koonusest (p < 0) voi laheneda sellele (p > 0). KuiIIpunkt U € Aot liigub piki vektorvalja Y trajektoori, siis tema 
projektsioon UU' U*-ruumis liigub piki tasandi u'+ pu'+ qu = 0
tl rv rvja vastava hüperboloidi loikejoont. On kolm võimalust:
p **
1 ) p - > 0, tasand loikab koonust piki kaht sirg-II IIjoonset moodustajat ja kahekattelisi huperboloide piki hüper­
boole;
p  л/
2) p - 4q < 0, tasand loikab koonust ainult tipus jaI Iuhekattelisi huperboloide piki ellipseid;
3) p2- 4q = 0,tasand on koonuse puutujaks ja loikab ühe-Ikattelisi huperboloide piki nende sirgjoonseid moodustajaid.IArvestades hüperboloidide deformeerimist (p ^ О), заате-Igi ettekujutuse trajektooride kulgemisest. Näiteks, teiselIjuhul naitab liikumine piki suurenevaid voi kahanevaid ellip-
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seid mittestabiiise (p < 0) voi stabiilse (p > О) fookuse 
teket, vt. lk. 31. Juhul p = О on funktsioon W vektorvalja Y 
invariant ja vaadeldavad trajektoorid on teist jarku jooned.
9-3. Mõistagi pole alati võimalik täiskarakteristikut А
л» ®ja temas toimuvat kirjeldada sama ilmekalt, kui õnnestus eel-
91 П 1nenud naites. Kuid on olemas veel vormid u , ü mis
võivad anda duaalsest seisukohast samasugust informatsiooni .•I «I <vNäiteks, esimest jarku diferentsiaalvõrrand 
P(t,u,u') = 0
•• И nmearab ttm' -ruumis pinna. Vormile lo = <3u - U'dt vastab selles 
ruumis kahemõõtmeline jaotus (igas punktis vormi CO annul- 
laator), mida nimetatakse Cartanl Jaotuaehe. Selle jaotuse
rv rv II
baasiks voib votta kaks vektorvalja
V  m  + u'm • V  mг.•0 v _ flr {,
Moodustame vektorvalja
V Y YX1 1гY2?
ehk Yp= (YgP)Y1- (Y1P)Y2, miß ilmselt kuulub Gartani jaotu­
sele, sest ta on Y1 ja Y? lineaarkombinatsioon ja puudutab 
funktsiooni F nivoopindu, kuna YpF = 0. Projekteerides vek­
torvalja Y„ trajektoorid pinnalt F = 0 piki W  -telge
J? /V
tu-tasandile, saame diferentsiaalvõrrandi integraaljooned.
I IJuhime tahelepanu kahele asjaolule.
It1) Valgustades pinda F = 0 piki vektorvalja Yg trajek­
toore (e. piki u'-teljega paralleelseid 3irgeid), tekivad 
sellel pinnal voldijoon Y„F = 0  ja kortsupunkt(Id)rj ™ — lilly2P = Y|F = 0. Kuna võrrand F (Г,u,u' ) = 0 maarab tu-tasandil
isokliinide parve (parve parameetriks on U'), siis voldijoon
tlprojekteerub isokliinide mahisjooneks ja kortsupunkt(id) sel­
le mähisjoone isearaseks (-eiks) punkti(de)ks. Integraaljoon-
I I  rv I I  «V
tele on mahisjoon tõkkeks ja uidjuhul nad põrkuvad eealt 
tagasi.
Elle Joseph C&rtan. prantsuse matemaatik, 1869 - 1951.
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a) b) с) d)
Joonistel on naidatud, kuidas kulgevad integraaljooned, 
kui pinnaks P = 0 on
a) t2+ u2+ (u' )2=
b) t2- u2+ (u‘)2=
eest;
o) t2+ u2- (u' )2=
ulalt;
d) t2- u + ( U ' )2=
/  Kui toke moodustab teraviku,
siis integraaljoon moodustabI I л#paasusaba, kui toke moodustabIIIIpaasusaba, siis integraaljoon 
moodustab liblika.
2) Valgustades pinda P = 0 piki vektorvalja Y trajek-tl 'toore (milleks on sirgjooned, kuna vektorvalja Y 1 invarian- 
tideks on U' ja u - U't), tekivad sellel pinnal voldijoon 
Y,P = 0 ja kortsupunkt (id) Y P = Y?F = 0. Voldi joone pro-' * II II ■jektsioonil on integraaljoonte käänupunktid, sest diferent-Ieiaalvõrrandi esimene jatkamine annab Y 1P+u'Y2F=0 ja 
У ^=0 => U'= 0. Kortsupunktid projekteeruvad isokliinide sir- 
gestuspunktideks. Toepoolest, olgu F ^  Ц- ja P2= , siis 
arvestades, et Y.jF = F + U'P2= 0, saame
Y^F= Fn + 2U'F12+ (U' )2F22
P 11 F12 F 1
F 12 F22 F2 l
F 1 F2 0
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ja seal, kus Y^F = 0, on isokliini kõverus null.
Leg&ncLre' l teisendusel
a : (t ,u,u' ) (t,u,u' ) , kus t = u ', u = u-tu', u' = - t ,  
muutub naturaalne baas:
■ dt - ■ 0 0 1 " r dt Л
du = -U' 1 -t X du
. du'. -1 0 0. . du'J
a a a
— Ä7 — rv ‘Л/at du duг )  = ( э т э й э й )  х (*  i ~ o ] '
diferentsiaalvorrand F = О saab teise kuju F = 0, kus
/V J  rv rv rv rv rv rv rv M  rv
F = Foa , st. F(t,U,U') = F(-U',u-tu',t),
tl I I  ~ja vektorvaljad Y,,Y2 teisenevad vektorvaljadeks Y,= Y2 ,
Yj= -У,, et.
(Y,Ya ) = (Y,Y2 )
Pind, Cartani jaotus ja vektorvali Yp ei muutu: U)°= 0)°,
Y«, = Y_. Vaatleme projektsioone 
P
ic : (t,u,u') и- (t,u) ja к : (t,u,u') *—  (u.u').
Vektorvalja YF trajektoorid projekteeruvad
1C korral d.v. F = 0 integraaljoonteks ja 
ic korral d.v. F = 0 integraal joonteks.
Voldijoon F = Y2? = 0 projekteerub
1C korral d.v. F * 0 integraal joonte tõkkeks ja 
% korral jooneks, kus d.v. F = 0 integraaljoontel onIIIIkäänupunktid.
Adrien-Marie Legendre, prantsuse matemaatik, 1752 - 1833,
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Voldijoon F = Y.J? = 0 projekteerub
% korral jooneks, kus d.v. F = 0 integraaljoontel onИМkäänupunktid, ja
fV rv Л»
1C korral d.v. F = 0 integraal joonte tõkkeks. 
Kortsupunktid F =Y0F = Y?F = 0 projekteerivad
С, C. «v tt
ic korral d.v. F = 0 integraal joonte tokke isearas-
teks punktideks ja 
1C korral d.v. F = 0 isokliinide sirgestuspunktideks.
Kortsupunktid F = Y ^  = Y^F =. 0 pro jekteeruvad
ic korral d.v. F = 0 isokliinide sirgestuspunktideks ja
<v CU II
1C korral d.v. F = 0 integraaljoonte tokke isearasteks
punktideks.
#V /V
Koik see võimaldab kvalitatiivselt kirjeldada diferent-
ttsiaalvõrrandi integraaljoonte käitumist.
tt ™9.4. Teist jarku diferentsiaalvõrrand
F(t,U,U' ,U') = 0
If tl ttmaarab tuu' u"-ruumis kolmemõõtmelise (huper^) pinna. Siis on 
Cartani jaotus, kui vormide ü)°= dtu - u'dt, Q)1 = üll' - U“dt an-
rv/v
nullaator, kahemõõtmeline. Tema baasi moodustavad vektor- 
ttvaljad
v _ d , ..,õ , д у _ õV  m  + U Ш  + u Эй' * V 3u' •
Pinnal F = 0 tekib vektorvali Y = (Y-F)Y..- (Y„F)Y0 .И £ С. \ 1 C.
Koos vektorvalja Y_, trajektooridega projekteerub pind
II *F = 0 piki vektorvalja Y2 trajektoore tuu'-ruumi. Voldipind 
F = YgF = 0 projekteerub Yp trajektooride projektsioonide 
(kahemõõtmeliseks) tõkkeks. Kortsujoon F = Y,F = Y?F = 0 pro-
~  I I I I  С. С. и  и
jekteerub selle tokkepinna tagasipoordeservaks ja paasusaba- 
punktid F = YPF = Y?F = Y?F = 0 pro jekteeruvad selle tagasi-
II tt -^ll < -poodeserva isearasteks punktideks.
tt I I  ~  #v
Nuud voib kirjeldada ka diferentsiaalvõrrandi F = 0




(t,u,u' ,u') •—► (t,u ,u ') •—► (t,u ).
•• и ~9.5. Süsteem kahest esimest jarku diferentsiaalvorran-
P(t,u,u,u',ü' ) = 0  
G(t,u,v,u' ,v' ) =0
maarab 5-mootmelises tuvu'v'-ruumis kolmemõõtmelise pinna. 
Sel juhul on Cartani jaotus, kui vormide ü)1= dxi - u'dt,P <vrv
U) = dv - v'dt annul laa tor, kolmemõõtmeline ja tema baasiImoodustavad vektorvaljad
y _ d n, d , õV  m  + u dü+ v
ITekib vektorvali
m
Y - 0V m Y -  9V  m
y  =
Y Y Y1 2 3
“4 P2 P3
G1 G2 G3
P±= Y±P, G±= Y±G, i=1,2,3,





projekteerub integraaljoonte tõkkeks. Järgmised singulaarsu-ИIsed on maaratud võrranditega
P2 P3 
°2 G3




10.1. Eelmises paragrahvis oli sõltumatu parameeter t~ I I Iainus ja me tõlgendasime seda ajana. Nuud olgu uhe para­
meetri asemel П parameetrit
t t $...«t ),
st. olgu aeg n-mootmeline (miks mitte?). Tundmatu funktsioon
rv II
U sõltugu nendest muutujatest. Osatuletised tahistame alumis­
te indeksitega:
и - ди дги
ui~ Щ  • uiГ  dTJTj * *•*
Vaatleme n-mootmelise baasiga kihtruumi
IR00 — * R11,
kus koordinaatideks on (t. ,u,u. ,u. .,...), ja defineerimeII 1 1 1 Jtaisdiferentsiaaloperaatorid
v  _ д_____ d . . .  d_____
V  m~± + ui Ш  + uij Ш Г  +
Viimased moodustavad n-mootmelise integreeruva (!) jaotuse,I nmille integraalpindadeks on aditiivse ruhma tr orbiidid ruu­
mis R”x itf*5. Tapsustame seda motet.
Olgu mingis vektorruumis W antud n omavahel kommuteeru- 
vat lineaaroperaatorit (afiinorit)
С = (с1вс2....... cn ).
Moodustame iga t=(t, ,t2.... tn ) e [R11 korral uue operaatori
to = t , o 1+ t202+. . . + t n0n .
Kasutame multiindekseid a=(a1 ?a2 .... an ) ja vastavaid tähis­
tusi
a! = a'CL!...a ! , |a| = a.+ cu+...+a\ d n ' ' 1 2  n
(arvu |a| nimetatakse multiindeksi a kaaluks),
§ 10. Osa tuletistega diferentsiaal võrrandid.
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t»= t“1 t2S..tn". o“= o,' 02S..0n .
tl #VIga taisarvu к korral kehtib võrdus
<*?)* _ у ta Q<x
T T "  |aT=fc ’
'V tt A#kus parempoolses avaldises on mõeldud sunmeerimist ule kõiki­
de multiindeksite a kaaluga k. Näiteks, kui n = 2, siis kaa­
lule к = 1 vastab kaks mul ti indeks it (1,0), (0,1) ja summas 
on kaks liidetavat t^C^+ ^2C2 ’ ltaalule * = 2 vastab kolm 
multiindeksit (2,0)* (1,1), (0,2) ja summas on kolm liide­
tavat
(t,C,+t2C )2 t*0* t|c|
1 г —  -  - V  + М г ° 1°г + И Р  * “ •
tc (tc *' wEksponentsiaal e on summade £ Г ~  eumma ule kõikide
kaalude jfe=0,1,2,..., st.
etc = £ £  Ca .
|ot|
Ilmselt on t и  etc adltiivse ruhma IR11 monomorfne kujutus
ttvektorruumi W teisenduste ruhma




kommuteeruvad omavahel ;Ja seega on võimalik samuti kõnelda 
eksponentsiaalist
а
tY у, t va
- 2  ÕT ^  *I а I
Ruumi W moodustavad koik siledad funktsioonid /: IR^ Ш00— * R 
tr ~ •ja valemit l>t= e u tuleb moista järgmiselt:
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See valem kehtib muidugi ka koordinaatfunktsioonide 
U=(U,U1 ,U1 j,...) korral:
Ut= etYU. (6)
It  M I I  ttSaame valemi (3) uldistuse, mis uhtib viimasega väärtusel 
rj = 1. Koos n-mootmeliste orbiitidega igas kihis tekivad 
ulalmainitud jaotuse n-mootmelised integraalpinnad kihtruumis 
\f^ x (R°°.
Kommenteerime valemit (6) juhul n = 2. Olgu U± = Y±U, 
uii= yiyju.... slis
V  u + U, V  V a + 5 + ги12М г + « г г Ф  + —
tt /V /V »I
Sümboleid U, U ., U . . on otstarbekas tolgendada lõpmatut jarku
rv<v l f l  1  J  fy/CJ
2-mootmeliste (uldjuhul n-mootmeliste) maatriksitena
' U U2 u22 U1 U12 U122 U2 U22 U222
u = U1 u12 ’ u1= U11 U112
II(VJ U!2 U122
. U11 /  . . Um  /  .. . U112 /  .
U 11 =
 ^U1 1 U1 12 
*111 ✓ U 12=




Igae maatriksis uleminekul euvaliselt realt (veerult) järg­
misele reale (veerule) lisandub selle rea (veeru) igale ele­
mendile uus indeks 1 (vastavalt 2). Maatriksi U. saamiseks
и II ti 1voib lahtuda maatriksist U ja jatta ara tema esimene rida, 
kui t = 1, voi esimene veerg, kui t = 2; maatriksi U . saa-
It II J- Jmiseks tuleb maatriksis U. ara jatta tema esimene rida, kui
rv 1
J = 1 , voi esimene veerg, kui J = 2 , jne.
Seega on maatriksi Ut esimene loode-element
V  “ + “1 V  V a + 5 <“1 1*? + 2и,г‘,‘г+ "агФ  + — •
mis oma kujult pole midagi muud, kui funktsiooni u(t^,t2 ) 
Maolaurinl
funktsiooni vaetavad osatuletieed.
reaksarendus. Teised Ut elemendid on selle
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Olgu nuud kihtruumis К”х К00 antud p funktsiooni (e. 
diferentsiaaloperaator)
P = (F1 ,F2 .... Fp ).
~ M aDiferentsiaalvõrrandi F = 0 all mõistame süsteemi F = О, а =
IV rv || II
1, 2,..., p. Võrrandit F = 0 voib jatkata mitu korda. Nai-
I I  I I  I Iteks, esimesel jatkamisel lisandub süsteemile F = 0 süsteem 
YF = 0, kus YF all mõistame koiki np tuletist Y,Fa . Koikvoi-
I I  l i l l  ~  Пmalikud jatkamised maaravad võrrandi F = 0 taiskarakteris­
tiku.
Võrrandi F = 0 lahendiks on funktsioon u,, mis koos oma
rv I I  T
osatuletistega rahuldab koiki jatkamisi, st. moodustab kiht- 
ruumi !R”x [R00 loike, ulalmainitud jaotuse integraalpinna, mis
rv I I
kuulub võrrandi taiskarakteristikule.
I I  . 410.2. Lihtsaim naide: Y U = 0. Valemi (6) parempoolne
avaldis on loplik summa. Koik osatuletiBed U. , kui 3>k,
« 1 *** svõrduvad nulliga. Lahendiks on n-astme polunoom
tUt= U + V i + -” + ST ui,... V
Olgu n = к = 2, siis
Ut= (E + tY + |— Y2 )U
ja 6-mootmelises kihis, kus koordinaatideks on (u,u.,U..),
rv rv I 1 lj
tekivad 2-mootmelised orbiidid. Järelikult, invariante peaks 
olema 6-2=4; neist kolm on osatuletised tx11, u12, U22 ja nel­
jandaks osutub determinant
U11 U12 U1 
U12 U22  U2
u. u„ 2U
Veenduda, et toepoolest
U11 U 12 U 1 0 U12 U 1 un 0 U 1 U 11 U12 0
U12 U22 U2 = 0 CVJ U2 + U12 0 U2 + U12 U22 0
U1 U2 2 U 1 u1i U2 2 U U1 •H 2 U U 1 U2 U1
= 0.
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Naidata, millised on invariandid siis, kui n = 3, Й = 2. Aga и иkui Ä = 3? Viimane kusimus puudutab kolmanda astme polunoome •t ^ja uldjuhul, kui n> 1f puudub vastus siiani. Ilmselt on inva- 
riandid olemas iga n ja k korral.
10.3. Kui harilikel diferentsiaalvõrrandite! eksisteeri­
vad lahendid alati (muidugi tingimusel, et funktsioon F on
A-p *vdlferentseeruv ja ==-;— г ^ 0) ja nad sõltuvad П suvalisest 
d u ln) njru
parameetrist (et. taiskarakteristik on n-mootmeline), sii6 
osatuletistega diferentsiaal võrrandi puhul lahendid ei tar­
vitse eksisteerida ja kui nad eksisteerivadki, siis tavali­
selt funktsionaalse suvaga (oo parameetrit).
«V rv H
Votame Laplaoe’i võrrandi U..+ U„ = 0 (n=2). Taiskarak-
К  И •• ' 'teristik on maaratud järgmiselt:
(Y^ + Y^)U = 0.
I IKui maatriksis U, vt. lk. 114, jatta suvaliseks kaks esimest
M fl IIveergu, siis koik teised veerud on maaratud üheselt ja
I«uldlahend avaldub reana
u, = u + u,t, + u2t2 + t|) + 2U12t,t2] +
+ 3t,i> + uii2 (3t? v  Ф 1 +" ‘
Lahendite ruumi baasi moodustavad harmoonilised funktsioonid
1. V  t2. t2- t|f t3- 3^*§, 3t2t2- t3.....
I Iehk polaarkoordinaatides (kasutades uleminekuvalemeid t1= 
= p оовф, t2= p в!пф):
1 ,рсозф, рв!пф, р2ооз2ф, р2в!п2ф, р3созЗф, р3зллЗф,...
~  I I  I I  ИFunktsionaalse suva voib ara kasutada rajaulesännetes. Näi­
teks kui ringjoonel p = R on antud suvaline funktsioon esita­
tuna Fourier reana
Jean-Babtlste-Joseph de Fourier, prantsuse matemaatik, 
1768-1830.
Pierre Simon Laplace, prantsuse matemaatik, 1749 - 1827.
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Q oo
/(ф) = g2 + 2 (cyjos&p + ökslnÄp), 
siis ringis p < R avaldub lahend reana
u(p,<p) = з2 +^2 (§)к (аксозйф + bksin£tp)f
kus kordajad a^, t>k on maaratud funktsiooniga /(ф) (nn. 
Dirichlet* ülesanne).
•I10.4. Olgu antud süsteem
f P(U4 - U1 2 ’ U2 2 > -  0
|.°(и,1 .и,2 .и2г) = 0.' 
kus n = 2 ja tundmatuks funktsiooniks on u(t ,t_). Suvaliste
rv Л C.
F ja G korral lahend ei eksisteeri. Toepoolest, olgu F1, P2, 
F ja G , G , G_ funktsioonide F ja G osatuletised vastavalt
О  I С. О  I I  I I  II
muutujate u11, u12, u22 jargi; siis süsteemi esimene jatka- 
mine annab
F U +Ftl + F U 1U111 x2 112 3 122 = 0
P1U112+ P2U122+ P3U222 0
= 0G1U111+ G2U112+ G3U122-
G1U112+ G2U122+ G3U222 0
ja vaid tingimusel
F F F 0 *1 2 3
0 P 1 P2 P3
G1 °2 G3 0
0 G1 G2 G3
= 0
voib oelda, et susteem on involutiivne, st. lahe.nd eksistee­
rib formaalselt .
• I HNäiteks, kahest süsteemist
Peter Gustav Lejeune Dlrlohlet, saksa matemaatik, 1805-1859.
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esimene on involutiivne, teine aga mitte.I« II IIAntud süsteem maarab ilmselt U, 1u12u22-ruumis mingi joo­
ne. Kui see joon oleks esitatud parameetriliste võrranditega
u11= (p (t), U12= ф(Г), u22= x(t).
siis involutiivsuse tingimus avalduks kujul
V V I = o.
Ф' X' I
See tuleneb eelmisest tingimusest, kui arvestada, et
F = Un - фо%~1 (U22), G = U12- фоХ- 1 (U22).
Tingimus ф'Х'~ (ф' )2 = 0 tahendab, et joone (ф(t) ,ф(£) ,Х(П) 
puutujavektor kuuluks igas punktis nn. Monge'i koonusele.IIÜldiselt kannab formaalse integreeruvuse eest vastutust 
ja annab vastavat informatsiooni antud diferentsiaalvorrandi
I I  99 I I(süsteemi) eumboi. Sümbolite uurimine viiks meid juba liiga 
spetsiaalsesse valdkonda.
§11. Pindade valgustamine
^ II v I ILõpetame peatuki ja brosuuri efektse teemaga} mis eeldab 
meie teadmisi nii algebrast, geomeetriast kui diferentsiaal- 
vorranditest.
11.1 Olgu n-ruumis IR11 antud pind ф=0. Selle pinnaIvalgustamisel piki vektorvalja X trajektoore on olulineIuurida koos funktsiooniga ф ka tema tuletisi. Tahistame
u = ф, U'= Хф, u'= Хгф,... (7)
Gaspard Monge, prantsuse matemaatik, 17Л6 - 1818. 
David Hilbert, saksa matemaatik, 1862 - 1943.
Süsteem (7) maarab kujutuse ф 
t-telg, voi lihtsalt
ф : R11 -
R x R11 — » R x R°°, kus R on
sest R — ♦ R on samasuskujutus idm. Kujutus Тф teisendab vek-II Q 1^1torvalja + X ruumist R x f  taisdiferenteiaaloperaatoriks 
Y, sest и»ф = ф tottu (Уи)оф = Х(и«>ф), (Yu' )«ф = Х(и'«ф),... 
Seega iga seos funktsiooni ф ja tuletiste Хф, Х2ф,... vahel 
kandub kihtruumi R x R00 diferentsiaal võrrandiks, millel onIIIIoma invariandid. Olgu meil p sellist invarianti, mis maaravad 
ühtlasi kujutuse J : R*30 — ► Rp . Siis kompositsioon annab 
«1°ф : IR11 — ♦ Rp vektorvalja X p invarianti, ja kui on teadaII p n  IIMvektorvalja X n-1 sõltumatut invarianti I .... I , mis maara­
vad ühtlasi mingi kujutuse I : R11 — ► R11-1 (R11 projekteerimise
II п^ П—1piki vektorvalja X trajektoore ekraanile R^  ), siis peaks 
eksisteerima selline kujutus ф : R11-1 — * Rp , et järgmine dia- 
gramm oleks kommutatiivne:
ФR11-
R11:- 1 JL Rp
(8 )
Teisiti öeldes, invariandid «1°ф peaksid avalduma baasiinva^ 
riantide I kaudu. Põhimõtteliselt on see võimalik, kuid prak­
tiliselt voib kujutuse ф leidmine osutuda komplitseerituks.
Algebraliste invariantide I ja J korral on kujutus ф
samuti algebraline. SeeIIprobleemiga ja järeldub 
invariantide baasi kohta.
IToome näiteid.
11.1.1. Naites 7.6.1 
kujutused
(X,y,z) ь-
vaide on seotud tuntud Hilberti 
vastavast teoreemist algebraliste
lk. 82, moodustavad diagrammi (8)
(U,V)
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kus u«ф= ф = 1(л^+ у2-  z2-  1 ) ,  и' оф = ф'= х  -  kz, 
и*«ф = 1 -  ft2 , и"«ф = 0 , . . . ,  
u«i  = кх -  z , Voi = у,
ÕoJ = (и')2- 2ШГ ,
õoJф = (X - ftZ)2- ( А  у2- z2- 1)(1 - ft2 ), 
бсф = А  (1 - V2 )(1 - ft2 ).
Invariant õ rahuldab kahte tingimust, vt. 7.6, lk. 82:
1) (6oJ)'= 0, 2) U = u' = 0 => Ö»J = 0. (9)
I IJärelikult,
tt1 ) pind õ o = 0 koosneb vektorvalja X trajektooridest,
2 ) pinna ф = 0 voldijoon kuulub pinnale б<^ф = 0 ja 
tt tttema vari on maaratud UV-tasandil võrrandiga 0°ф = 0. 
tt ttUhekattelise hüperboloidi valgustamisel on tema varjujooneks/v H
ekraanil kas ellips, |ft|>1 , voi hüperbool, |ft|<1 .
4 1111.1.2. Samasugune olukord tekib ruumis К huperkvadri- 
ku ф = 0, kus ф = ^(J?+y2± Z2-t2-1), valgustamisel piki
I I  ^vektorvalja X(1,0,0,ft) trajektoore, millel on kolm invarianti 
U = у, V = z, W =  kx-t. Sel korral u°ф = ф, и'«ф = X-kt, 
и" °ф = 1-ft2 , и"оф = О,...
ÕoJ = (и')2- 2 Ш Г ,  öoJф = ( x - k t )2-(1-ft2 ) ( А у 2 ± z 2- t 2- i  ),
боф = W2-(1-ft2 ) (U2! A l ) .
Kvadriku varju piirdeks 3-mootmelisel UVW-ekraanil on pluss-
I I  tt I I  »Vmargi korral uhekatteline huperboloid, kui |ft|<1 , voi ellip-
IIsoid, kui |ft|>1 , miifiusmargi korral aga vastavalt kas kahe-
rv и  IIvoi uhekatteline huperboloid.
It I IVäärtusel |ft|=1 toimub bifurkatsioon.
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Kui |£| oletab kasvades vaartuse 1, siis esimesel juhul kat­
tub ringjoone l^+V2 = 1 valispiirkond tasandil W = 0 uhe-M IIkattelise hüperboloidiga ja sisepiirkonnast paisub valja el­
lipsoid; teisel juhul kattub hüperbooli U2-V2= 1 valiepiir-Ikond kahekattelise hüperboloidiga ja sisepiirkonnast paisubи и кvalja uhekatteline huperboloid.
л* И
11.1.3. On mõeldav sama huperkvadriku valgustamine ruu-
immis К kahemõõtmeliste kiirtega, mis on maaratud kahe vektor- 
valjaga X^I.O.Ä.O), XgO,0,0,1), voi nende invariantidega
U = у, V = klx-lz-kt. Sel juhul tuleb diskriminandi |ц'2и|
asemel kasutada determinanti 10.2 , lk. 11 5 , mis seda ilmselt 
uld,istab. Kuna ф 1 = x±kz, ф2= x-li, Фп = 1±&2, Ф12= 1 . ф22=
- 1-Z2, siis UY-tasandil saame võrrandi
AdJ2- 1 ) + V2= 0,
kus А = (1±fc2 )(1-l2 )-1. Varju piirdeks on UV-tasandil kas el­
lips voi hüperbool. Väärtusel А = 0 toimub bifurkatsioon.
и11.1.4. Kolmandat jarku pindade valgustamisel .zyz-ruumis*v иvoime naha voldijoontel ka korteupunkte. Toimugu valgustamineIpiki vektorvalja X (1,C,k) trajektoore. Invariantideks on 
U = riZ-X, V = y. Vaatleme funktsiooni
ф = i (Г3 + 3zy2- 6z).
II I I a#Miinusmärgi korral maarab võrrand ф = 0 nn. ahvisadula,Iplussmargi korral nimetame seda pinda tooliks, Kuna
ф'= i (i2 i y2 - 2Ä), ф"= X, ф"= 1 ,
siis on tegemist diferentsiaalvorrandiga U"= 1 , mille inva­
riantideks on
D1= u - u'u'+ 1 (u')3, D2= u' - ~ (u*)2 ,
IIIIvt. lk. 32. Voldijoone maaramiseks need invariandid ei sobi,
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sest kumbki neist ei rahulda teist tingimust (9)- Kull aga 
sobib diskriminant D = (3D1 )2+(2D2 )3. Saame
D1°ф = U, Б2°ф = T I? - k, D-ф = 9U2- (2k ± V2 )3.
k< 0
Vorrand Б®ф = 0  e.
9U*= (2k t V2 )3
M M Mmaarab UV-tasandil voldijoone kujutise (6. jarku joone). Tin­
gimusel 0 voi D2= 0 (sest U*= 0) eralduvad voldijoonel 
kortsupunktid (stratifikatsioon А => А ), mille kujutised osu-и ■tuvad teravikupunktideks. Näiteks ahvisadula korral koosneb 
voldijoone kujutis kahest harust teravikega (k<0), voi ilma 
(fc>0). Tooli korral voib voldijoon puududa (fc<0), voi kui seeIolemas on, siis tema kujutis moodustab huuled, nagu naidatud 
joonisel, kahe teravikuga huulenurkades.
11.1.5. Olgu xy-tasandil antud vektorvali Х(Х-а,у-Ь),(Imille trajektoorid on fikseeritud punktist (a,ö) lahtuvad 
sirgjooned. Voib kõnelda selles punktis asuvast valgusalli­
kast. tl IValgustame teist jarku joont <p = 0 uldjuhul, kus
1R2
Sellises esituses on holbus leida tuletised
Хф = (x у 1) x
хгф = Хф + (х-а у-Ь о) х
f °1 1 °12 °1
а12 °22 fl2
°2 °o
Г °11 012 а1
°1 2 a22 a2
L °1 a2 ао
Järgmisel diferentseerimisel leiame
Х3ф = Хгф + 2(Хг((Ь Хф), 
st. tegemist on diferentsiaalvõrrandiga
UM- 3u'+ 2U' = 0, 
millel on kaks invarianti u"-3u'+2u ja (u'-2u' )2 (u'-u' )_1.H IIVoldi joone maaramiseks need ei sobi, kuid sobib nende vahe, 
vt. teine tingimus (9), lk. 120. See aga annab meile võrrandi 
(u'-tr) (ti'-3u'+2u)-(u'-2u')2= 0, ehk
2U(U'- U') - (U' )2= 0.
Näiteks, ringjoone valgustamisel ф = ^(X2+ у2-  r2 ) jä
tulemuseks on ruutvorrand 
(а2-  г 2 ) ! 2-  2аЫ + b2-  r2= 0,
kus on vektorvalja XI = V=b x x-a
invariant. Selle lahendid’ on 
tingimusel a2* b2- r2 > 0 (st.IIkui punkt (a,b) on valjaspool 
ringjoont) reaalsed ja erinevadIIIIning maaravad I-teljel vasta­
valt kaks punkti, milleks on ringjoone varju piirdepunktid.
Kusimus lugejale: kuidas toimub 2. ja 3. jarku pindade 
valgustamine ruumis, kui valgusallikas asub punktis (а,Ь,С)?
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11.1.6. Valguskiired võivad olla kõverad, nt. ring-
ftjooned, vektorvalja x(-ytx,0) 
trajektoorid xyz-ruumis.
M I«Sfaari
(x - а)г+ y2+ г2= г2 
valgustamisel заагпе diferentsi­
aal võrrandi u'+u' =0 ja sobiva 
invariandi (u' )2+(u' )?-(U'+U)2, 
mis annab otsekohe toori võr­
randi
(з?+ y2 +z2+ a2- r2 )2= 4a2 {л?+ у2 ).
и А*
11.2. Diagramm (8) annab meile suureparase võimaluseN *w и liuurida Viete’i kujutisi. Votame näiteks kuuppolunoomi
2 3
ut= u + u't + u' V a  + */6 .
Vastavalt Viete'i teoreemile avalduvad kordajad u, u' , u ’Ipolünoomi juurte t1, t2, t3 kaudu valemitega 
ф : u= -  i  t , t 2 t 3 . u'= g ( V 3+ t i W s ’ - u'= -  3 (М * г +*з>- 
Kui siin t„ on reaalarvud, siis on seega defineeritudi и i:t1t2t3-ruumi kujutus ruumi UU' u'-ruumi, mille tahisteme süm­
boliga ф. (IKui kaks juurt on kaaskomplekssed ja vaid uks reaalne: 
t1 2= а+ßi, t3=i, siis annab Viete’i teoreem teised valemid
ф : u = - ^(a2+ ß2 )T, u'= ^(a2+ ß2+ га%), u"= - ^(2a + t),
kus a, ß, T on ikkagi reaalarvud. Saame aßT-ruumi kujutuse
I I  I Iuu'u'-ruumi, mille tahistame sümboliga ф1.
Kujutusi ф ja ф 1 nimetame Viete'i kujutusteks.
Franqois Vlete. algebra isa, pi'antsuse matemaatik, 
1540 - 1603.
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x '"'»-"• >-1 ), mille suhtes funfcteiooni ф - - t,-^-e'tised
on:
x® ‘ t'U'-S f,V V2>- - - 5<*t* V V ’ хЛе = '•
ja aj3T-ruumis on vektox*vali X, (-1 ,0,-1 ), tciiie suhtes 
funktsiooni 4(а2+в2 К  tuletised on:• I О '
X/P*- z iCL^ + P?+ *ax)' ^ i - - (^?g: + T ), х?ф1 = 1 .
Mõlemal juhv] oler.e samasugustes tingimustes, nagu õlise 
nai tee 1 1 .1 .4. MOn võimalik avald&tla vektorval ja Y('J' ,u' ,1) invanar.d idI» «1D. - D nii vektorvalja X kai ka vektorvalja X. invariant!-I г и •
de touxdv, Valime vektorvalja X invariantideks suurusca x, u:
Pang°rn tahelc, ot ruumis on olemas vektorvali
r .r 1 1 2 -1 -1 I I *1 )
l  у J “ i  1 r  ft  ^ 0 у'з -V 3 J,хЫ
ning, vektorvalja X1 invariantidsks 7):
ui-
•11«Samaaaegselt on defineeritud Kaks ?armist kujutust
I : (t.,t2 ,t3 ) * * U,y' ja In: U.p.T) ( £ , 7] )
г * 1 1 r 1 0 "1 1 (
U J -
_ 1 ' I "/■ 13 (. 0 T 3 0 j “ j
kanek.ordces (lic^ ranirnis
I I  ItÜllatavalt summeetriiisteks kujunevad alumised nooled
Ф : D,= - ^ x{3?~ зу2 ), d2= - у2 ), d = -y2 (3^ - y 2 )2:
D1= - 1 £(£2+ 3T)2 ), D2= - 1(£2- r,2 ), D = Т)2 (3£2+Т)2 )2 .
/v ii
Toepoolest, kui t1, t3 on polünoomi ut juured, siis 
teostades selle3 polünoomis nn. Techlmhauei teleenduee
II g3
t=8-u", saame polünoomi D1+IX>3+ /6, mille juurteks on t^+u", 
tg+u", t3+u", ehk b-c, с-a, a-b, kus
' а ' г 0 -1 1 ■ Г
b 1з 1 0 -1 X
1
. с . -1 1 0 . гз -I
t l tt 4Lahtudes jällegi Viete’i teoreemist, saame
D1= " g(<*-b )(b -c)(c-a),  
d2= g [ ( b - c ) (c -a )+ (a -b ) (c -a )+ (a -b ) (b -c ) J.
ttSamal ajal avaldub diskriminant D valemiga (millel kull antud 
tthetkel pole tähtsust):
D = -  ~  a2b2c2 .4-
Kuna kujutuse Ф korral on
b-c = 2x ,  с -a  = -х-Уз y ,  a-b = -х+Уз у ,
ja kujutuse Ф 1 korral
b-c = -  | ( а - т ) ,  c -a  = ^(a-T)+ßi, a-b = ^ (a -T )-ß i ,  
ttsiis siit saamegi ulaltoodud avaldised D1 ja D2 jaoks. Sama­
sustest
х2(х2-зу2 )2+ у2 (зх2-у2 )2= (3?+J/2 )3, 
e 2 (C 2 + 3T)2 ) 2 -  T)2 ( 3 e 2 +T]2 ) 2 = (C 2 -T)2 ) 3 ,
Ehrenfried Walter von Tschimhauaen, hollandi matemaatik, 
1651  -  1 7 0 8 .
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eaame definitsioonivalemit Q-(ЭС1 )2+(3D2 )0 arvestades, vasta­
vad avaldised ka diskriminandi D jaoks.
H It IIAlumised nooled tolgenduvad nuud järgmisel viisil.'v II I«Võrrand P=0 maarab I^Dg-tasandil poolkuupparabooli. Kujutus Ф 
murrab xy-tasandi piki sirgeid y=0 ja {/= ±Уз x kokku ja 
katab sellega kuuekordselt poolkuupparabooli sisepiirkonna 
D^G. Kujutus Ф. murrab £r)-tasand.i kokku piki sirget T)=0 ja
IIkatab kahekordselt poolkuupparabooli valispiirkonna D^O. See­
juures ring joon Z?+y2-a? ja hüperbool £2-T)2=a2 kujutuvad ühe­
le ja samale sirgele D = - 5a2 .II II 'V tl — sNuud tolgenduvad ulernisad nooled, st. Viete’i kujutu-
rv  И p
sed, juba iseenesest. Vorrand B=0 maarab uu'u"-ruumis tasan-
I) it +3 ^2duva pinna tagasipoordeservaga /6, /2 ,t), vt. 4.2 .8,
lk. 33. Ilmselt pakib kujutus ф eelnevalt kuueks murtud 
uumi selle tasanduva pinna hõlmade vahele ja kujutus1 2  3 t: rvФ, pakib kaheks murtud aßT-ruumi valjapoole holmi. Seejuures1 ‘ lkoolduvad sirged, siis on vektorval jade X ja X trajektoori-I* 1deks, tingimata vektorvalja Y trajektoorideks, st. vastava­
teks kuupparaboolideks UU'u"-ruumis. Kuidas nimelt toimub 
pakkimine kujutuste ф ja ф1 korral, on kirjeldatud kujutus-
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toga Ф ja Ф1.
Lopaks tuletaiiie Carclo.no valemi Ja ehitame hea masina 
kuuppolunoomi Juurte arvatamisekb 
Votame kasutusele tähistused
v - Г 1 0 ", j - { 0 "1 1 T- f 0 1 ll 0 1 J * ' “ [ 1 0 j* ь_ l 1 0 J f
moodustame maatriks?'d
P - ЯЕ + yl, Q = £E f T]J 
ja arvutame nende kuubid:
P3= -3D + I, Q3- -3D E + Vj5 J.
*v I »IMõistagi pole tähistustel I Ja J midagi ühist nooltega I ja Jit il I«aial toodud diagrammis. Kaks mainitud samasust on samavaarsed 
võrdustega | | - jP|3» jQ3 j = |Q j3. Ühtlasi naeme, et
{X ± yi)3= tt ± T))3= -3D1 ± УБ.
3 3  ~Maatriksite P ja Q karakteristlikud võrrandid
|P3- ,V3E | = 0 ja |Q3- Ä.3E | = 0
^ 3langevad kokku ruut võrrandiga \ suiites
(l3+ 3D1)2- D = 0,
miile Iahendeiks on
х1 г  = - 3D1 1 л  • 
st. suurused (.Ttyi)3 ehk (£±T))3.
Olgu 11 6= - g “  i, ё= - ^ —  i kuupjuured uhest.
Kana
,\3+ \3= -6D«, (X^2 )3- (3D,)2-D = -(2D? )3, Ä-^ vg- -2L2 ,
fcij s
•ilx'.-1'jjr Cardario, itealla matemaatik, 150"1 - 1576.
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(A^ +A.g )3+ 6Dg (A,,* \2 ) + 6D1= 0, 
(\,е+\гё)3+ 6d2 (Л.1 e+ \ гё) + 6D1= o, 
(A^ S+XgS)3* \ ге) + 6D1= 0,
It
rais tahendab, et suunused
>^2 • ^ ^2^* 6 + A*2G
on polünoomi
-.3ф(2 ) = D,+ D2Z + Z/6
juured, suurused
£1= M  X2~ u* * z2= S e + *2® " u"’ Z3= xi® + кге ~ u ' 
ttaga polünoomi
2 73ф(2) = tl +U'Z + U' V2 + Z/6
juured, sest ф (z-u*) = ф(я). Viimased voime avaldada funkt­
siooni
f(Z) = \2zz+ \^z - u"
M tt __vaartustena kohal 1, e, E:
^=/0). z2= /(e), Z3= /(8).
•tSee annabki uldise Cardano valemi.
Funktsiooni f(z) kordajaid ja nimetatakse Lag-1 H W ь
range'i reeoivent idehe. Need on maaratud valetniga 
A., >2= /-3D,± Уъ  . 
voi eile juurte z, , Zg, Z3 kaudu:
X1= 5 (Z1+ в*з>- *2= 3 (21 + eV  “ з>-
Tavaliselt esitatakse Cardano valem polünoomi z^+pe+q 
puhul kujul
Joseph Louis Lagrange, prantsuse matemaatik, 1736 - 1813.
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+ з/  § -  / г / 4 + •
кие juures nõutakse, et kuup juurte korrutieeks oleks - p/3. 
See klapib ka meie tulemusega, sest esitades võrrandi 
z3+pz+q=0 kujul Z/^+DgZ+Dj=0 naeme, et
D1= q/6, D2= p/6, D= q^4 + p3/27 ja
«V
Muidugi on funktsioon /(z) Cardano valemist meeldivam . Kuigi
И MLagrange’i resolventide maaramiBel tuleb arvestada tingimust 
Л.^Л>2= -2D2> on juurte arvutamine lihtsam, sest nendeks on 
väärtused /(1 ), /(e), /(e).
Seega kujutab funktsioon /(Z) komplekstasandi iseendasse
I t  _ning viib uhe juured 1, 6, £ juurteks Z1, z2, z3. Liikugu punkt 
Z piki ringjoont (cost.sint). Esitame kompleksarvud trigono- 
meetrilisel kujul:
Z = oost + i sint,
-u'= ro (cos0o+ i sin9o ),
rk (oos0k+ i sin0k ), fe= 1 ,2 .




X = r cosÖ + г*. cos (0H + t) + Г_cos (0О+ 2t)
О О  I I d e .
у = r sin0 + r.sin(0.+ t) + rosin(0o+ 2t) ,
** О О I I 2  2
и  i t  t i  t imis on uhikringjoone kujutiseks. Umber punkti -и' poorleb
t l  IIraadius г ja selle otsas poorleb kaks korda kiiremalt teine
'  I I I Iraadius r£. Algseis u'+A^+Ag, kui t=0, maarab esimese juure 
21, hetkel t=2%/3 fikseerub teine juur -и'+А^е+А^ё*^ ja 
hetkel t=41C/3 kolmas juur u'+A^e+A.gE^Zg. Vandates sellist 
masinat, voime kergesti leida koik juured Z1, Zg, Z3.
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Kogu see jutt on oige uid juhul, kui polünoomi <p(Z) kordajad 
U, U' , U' on kompleksarvud. Kui need kordajad on reaaleed,
. . .  w  ( I  tlsiis juurte asetus soltub diskriminandi D margist, nagu nai­
da tud joonisel.
Soovitame lugejale viia labi samasuguse arutluse ruut- 
funktsiooni u + n't + t^2 puhul.
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- и§ 12. Lahendamata ülesandeid
Neile, kes on hasti omandanud materjali ja kes soovivad
It  ttoma oskust naidata kenade, kuid raskete ülesannete lahenda-
I I  ttmisel, kuulutame valja konkursi kolme ülesande lahendamiseks.
Uleaanne nr.1. Leida sisiigia, millest oli juttu punkti 
7.5 lopus, lk. 82.
Uleacame n r.2. Vastata kusimusele, mis oli esitatudГМ
punkti 10.2 lopus, lk. 116.
ülesanne nr.3. Viia labi taielik analuus punkti 11.2 
к +2 j.3 *4
eeskujul 4. astme polünoomi U + U't + u* /2 + uM /6 + /24
puhul.
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